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Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ êîíñòðóêòèâ-
íèõ çàäà÷ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi

Î.I. Áàðàí Â.Ì. Äàðìîñþê

Àíîòàöiÿ Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ðîëü i ìiñöå àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ

â êîíñòðóêòèâíié ãåîìåòði¨, ¨õ çíà÷åííÿ äëÿ ôîðìóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨

îñâiòè ó÷íiâ i ñòóäåíòiâ, îá ðóíòîâó¹òüñÿ íåîáõiäíiñòü ïiäâèùåííÿ ðiâíÿ

âèêëàäàííÿ öüîãî ðîçäiëó ãåîìåòði¨, îñîáëèâî äëÿ ìàéáóòíiõ âèêëàäà÷iâ

ìàòåìàòèêè. Âèêëàä òåîðåòè÷íîãî i ìåòîäè÷íîãî ìàòåðiàëó iëþñòðó¹òüñÿ

çàäà÷àìè ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi i îëiìïiàäíîãî ðiâíÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ãåîìåòði¨, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ãåî-

ìåòðè÷íèõ çàäà÷, òåîðiÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ, êîíñòðóêòèâíà ãåîìåòðiÿ,

öèðêóëü i ëiíiéêà, àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä â êîíñòðóêòèâíié ãåîìåòði¨.

ÓÄÊ 514.115

1 Âñòóï

Ñêëàäíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ¹ ñóá'¹êòèâíîþ, àëå âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòè-

êîþ çàäà÷i. Ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i, i îñîáëèâî êîíñòðóêòèâíi, òðàäèöiéíî âiäíî-

ñÿòüñÿ äî ñêëàäíèõ çàäà÷. Ðîçâ'ÿçóþ÷è òàêi çàäà÷i, ó÷íi àáî ñòóäåíòè, ðîç-

âèâàþòü âìiííÿ óçàãàëüíþâàòè i ïîøèðþâàòè íàáóòi òåîðåòè÷íi i ïðàêòè÷íi

çíàííÿ, ôîðìóþòü òâîð÷i çäiáíîñòi. Öiêàâi êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i ðiçíîãî ðiâ-

íÿ ñêëàäíîñòi íàâåäåíî â çáiðíèêàõ [1],[4],[8],[9],[10]. Âiäïîâiäíi òåîðåòè÷íi

âiäîìîñòi i ìåòîäè÷íi âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷  ðóíòîâíî ïðåä-

ñòàâëåíi â ïîñiáíèêàõ [2],[3],[7],[11],[12].
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Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ äîöiëüíî âè-

êîðèñòîâóâàòè àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä. Ñóòü àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó íà-

ñòóïíîìó: ïîáóäîâà øóêàíî¨ ôiãóðè Φ çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè äåÿêîãî êëþ÷î-

âîãî âiäðiçêà XY , äîâæèíó ÿêîãî x âèðàæàþòü ÷åðåç äîâæèíè a, b, c, . . . ,m

çàäàíèõ âiäðiçêiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî âiäïîâiäíi òåîðåìè i ôîðìóëè

åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨. Â ðåçóëüòàòi îäåðæóþòü ñïiââiäíîøåííÿ íàñòóïíîãî

âèãëÿäó:

x = f(a, b, c, ...,m).

Äàëi ïî öié ôîðìóëi áóäóþòü âiäðiçîê XY , à ïîòiì i âñþ øóêàíó ôiãóðó

Φ.

Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ìîæíà ââàæàòè íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèì, îñêiëüêè

âií äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè ìàéæå âñi êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i. Áiëüøå òîãî, ó

âèïàäêàõ, êîëè çàñòîñóâàííÿ ñóòî ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ âèêëèêà¹ çíà÷íi

òðóäíîùi àáî âçàãàëi ñòà¹ íåìîæëèâèì, íà äîïîìîãó ïðèõîäèòü àëãåáðà¨÷-

íèé ìåòîä. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i i ¨¨ äîñëiäæåííÿ, ÿê ïðàâèëî, ñïðî-

ùóþòüñÿ. Öåé ìåòîä çàéìà¹ ó êîíñòðóêòèâíié ãåîìåòði¨ îñîáëèâå ìiñöå ùå é

òîìó, ùî âií äîïîìàãà¹ ïiäâåñòè ïiä öåé ðîçäië ãåîìåòði¨ ìiöíèé òåîðåòè÷-

íèé ôóíäàìåíò. Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷

ìà¹ íåçàïåðå÷íi ïåðåâàãè ïåðåä iíøèìè ìåòîäàìè. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ íàñòóï-

íèìè ôàêòîðàìè:

� àëãåáðà¨÷íi çàëåæíîñòi ìiæ äàíèìè i øóêàíèìè âåëè÷èíàìè ó áiëüøîñòi

âèïàäêiâ ìîæíà ëåãêî çíàéòè;

� îäåðæàíi ïiä ÷àñ àíàëiçó êîíñòðóêòèâíî¨ çàäà÷i ôîðìóëè ÷àñòî âêàçóþòü

íà ìåòîä âèêîíàííÿ øóêàíèõ ïîáóäîâ;

� ó âèïàäêàõ, êîëè iíøi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ çäà-

þòüñÿ íåäi¹âèìè, àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíèì åôåêòèâíèì

çàñîáîì äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ;

� äîäàòêîâi ïîáóäîâè, ÿêùî âîíè íåîáõiäíi, âèêîíóþòüñÿ íà öiëêîì ïðè-

ðîäíîìó ïiä ðóíòi íà îñíîâi àíàëiçó çíàéäåíèõ âèðàçiâ äëÿ íåâiäîìèõ

åëåìåíòiâ (òîáòî, åâðèñòè÷íèé ðiâåíü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ó ïîðiâíÿí-

íi ç iíøèìè ìåòîäàìè, íèæ÷èé, à çàäà÷ó ðîçâ'ÿçóâàòè òàêèì ìåòîäîì

ëåãøå);

� àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ñïðîùó¹ çàêëþ÷íèé àíàëiç i äîçâîëÿ¹ âiäíîñíî ëåãêî

âèçíà÷èòè óìîâè, ïðè ÿêèõ çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, âèÿâèòè ¨õ êiëüêiñòü â

çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåíü ìiæ äàíèìè åëåìåíòàìè òîùî;
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� àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä çâîäèòü êîæíó êîíñòðóêòèâíó çàäà÷ó, ÿêà ðîçâ'ÿ-

çó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè, äî ïîñëiäîâíîñòi îáìåæåíî¨ êiëü-

êîñòi îñíîâíèõ ïîáóäîâ (¨õ âñüîãî ñiì);

� àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä äîçâîëÿ¹ çâåñòè êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i äî ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i i íàäà¹

ìîæëèâiñòü äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi êðåñëÿðñüêèõ iíñòðóìåíòiâ i ìîæëè-

âîñòi âèêîíàííÿ íèìè òèõ ÷è iíøèõ ïîáóäîâ.

Òàêèì ÷èíîì, àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ¹ íàé-

áiëüø åôåêòèâíèì ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïèòàíü ïðî ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè, i

ñàìå â öüîìó ïîëÿãà¹ éîãî íàéâàæëèâiøå òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ.

2 Ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ àëãåáðà¨÷íèì

ìåòîäîì

Àíàëiç i ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì ðåêîìåí-

äó¹òüñÿ âèêîíóâàòè ó òàêié ïîñëiäîâíîñòi [2],[3]:

� ââàæà¹ìî ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà i âèêîíó¹ìî ñõåìàòè÷íèé ìàëþíîê äàíèõ

i øóêàíî¨ ôiãóðè;

� ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ âiäîìèõ i íåâiäîìèõ âåëè÷èí, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç

äàíèìè i øóêàíèìè ôiãóðàìè (äîâæèíè âiäðiçêiâ i âåëè÷èíè êóòiâ, ïëîùi

òîùî);

� ïðèãàäó¹ìî òåîðåìè i ôîðìóëè, ÿêi çâ'ÿçóþòü öi âåëè÷èíè ìiæ ñîáîþ;

� ñêëàäà¹ìî ðiâíÿííÿ, àáî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ó ÿêèõ â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi

ôiêñó¹ìî çíàéäåíi çàëåæíîñòi;

� ðîçâ'ÿçó¹ìî öå ðiâíÿííÿ, àáî ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ åëåìåí-

òiâ (çíàõîäèìî ôîðìóëè, ó ÿêèõ íåâiäîìi âåëè÷èíè ÿâíî âèðàæåíi ÷åðåç

âiäîìi);

� ç'ÿñîâó¹ìî, ÷è äîçâîëÿþòü çíàéäåíi ôîðìóëè âèêîíàòè ïîñëiäîâíî ïîáó-

äîâè øóêàíèõ åëåìåíòiâ äîçâîëåíèìè ìåòîäàìè (ïåðåâàæíî çà äîïîìî-

ãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè);

� ÿêùî òàêi ïîáóäîâè ìîæëèâi, ñêëàäà¹ìî àëãîðèòì ïîáóäîâè øóêàíî¨ ôi-

ãóðè;

� çíàõîäèìî îá ðóíòóâàííÿ çíàéäåíîãî àëãîðèòìó (äîâîäèìî, ùî ïîáóäîâà

íà éîãî îñíîâi âiðíà, à çíàéäåíà ôiãóðà âiäïîâiäà¹ óìîâàì çàäà÷i);

� ïðîâîäèìî äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà îñíîâi çíàéäåíèõ ôîðìóë.

Âñå ñêàçàíå âèùå âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà

ïîáóäîâó, äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ ïðàêòè÷íèõ i òåîðåòè÷íèõ ïî-
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òðåá éîãî ìîæíà ââàæàòè íàéêðàùèì. Òîáòî, âií íå òàêèé åñòåòè÷íèé ó

ïîðiâíÿíi ç iíøèìè ìåòîäàìè, çàòå íàéáiëüø åôåêòèâíèé.

Çàóâàæåííÿ Ïðè ðîçâ'ÿçàííi êîíñòðóêòèâíî¨ çàäà÷i äîöiëüíî êîðèñòó-

âàòèñÿ "ìåòîäîì ÷îâíèêà". Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: ÿêùî

íà äåÿêîìó åòàïi ðîçâ'ÿçêó âèíèêàþòü ñóòò¹âi ïðîáëåìè, íåîáõiäíî ïîâåðíó-

òèñÿ äî ïîïåðåäíiõ åòàïiâ, ïðè íåîáõiäíîñòi âèêîíàòè äîïîìiæíi ïîáóäîâè,

ïåðåãëÿíóòè çâ'ÿçêè ìiæ äàíèìè i øóêàíèìè ôiãóðàìè, ñêëàñòè äîäàòêîâi

ñïiââiäíîøåííÿ òîùî.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó òåîðåìó (ÎÒ) êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨ [2],[3].

Òåîðåìà 1 Âiäðiçîê x ìîæíà ïîáóäóâàòè ïî äàíèì âiäðiçêàì çà äîïîìî-

ãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâæèíà âiäðiçêà x âèðà-

æà¹òüñÿ ÷åðåç äîâæèíè çàäàíèõ âiäðiçêiâ i ðàöiîíàëüíi ÷èñëà çà äîïîìîãîþ

ñêií÷åíîãî ÷èñëà ðàöiîíàëüíèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ,

äiëåííÿ) i äîáóâàííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ.

Çàóâàæåííÿ 1 Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè âèðàçó

ïîâèííi ìàòè îäíàêîâó, òîáòî ëiíiéíó ðîçìiðíiñòü.

Çàóâàæåííÿ 2 Òðàäèöiéíî âiäðiçêè i äîâæèíè âiäðiçêiâ ïîçíà÷àþòü ìà-

ëåíüêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè. Äå âiäðiçêè, à äå ëiòåðè - çâè÷àéíî çðîçó-

ìiëî iç êîíòåêñòó. Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè ïîçíà÷åí-

íÿìè. Åëåìåíòàðíèìè ïîáóäîâàìè (ÅÏ) áóäåìî ââàæàòè íàñòóïíi ïîáóäîâè

âiäðiçêiâ çà òàêèìè ôîðìóëàìè [2], [3]:

ÅÏ1. x = m · a± n · b, (m,n ∈ N,m · a ≥ n · b);
ÅÏ2. x = m·b

n , (m,n ∈ N);

ÅÏ3. x = a·b
c ;

ÅÏ4. x =
√
a2 ± b2, (a ≥ b);

ÅÏ5. x =
√
a · b.

3 Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ ïiäâèùåíî¨

ñêëàäíîñòi àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi, ÿêi ðîç-

â'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó.

Ïðèêëàä 1 Ïî äàíèì âiäðiçêàì a, b, c, d, e, f , g ïîáóäóâàòè âiäðiçîê x,

ÿêùî: x = abcd
efg [4].

Ðîçâ'ÿçîê Òðè÷i âèêîðèñòîâó¹ìî åëåìåíòàðíó ïîáóäîâó òðåòüîãî òèïó, òîá-

òî ïîñëiäîâíî áóäó¹ìî òðè òàêi âiäðiçêè: y = ab
c , z =

yc
f , x = zd

g .
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Ïðèêëàä 2 Ïî äàíèì âiäðiçêàì a, b ïîáóäóâàòè âiäðiçîê x, ÿêùî: x =
16
√
a16 + b16 [4].

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî â öié ôîðìóëi çàñòîñîâóþòüñÿ òiëüêè "äîçâîëåíi"â

óìîâi îñíîâíî¨ òåîðåìè îïåðàöi¨, à ðîçìiðíîñòi ïðàâî¨ i ëiâî¨ ÷àñòèíè ëiíié-

íi. Òîáòî çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè òàêèé âiäðiçîê ìîæíà ïîáóäóâàòè.

Ïåðåòâîðèìî äàíó ôîðìóëó òàê, ùîá âîíà ñêëàäàëàñÿ ç ïîñëiäîâíîñòi åëå-

ìåíòàðíèõ îïåðàöié òèïó 1-5:

x =

√
a

√
a
√
a
√
a2 + (b8/a7)2.

Òåïåð ïîñëiäîâíî áóäó¹ìî òàêi âiäðiçêè: z1 = b8

a7 (äèâèñü ïîïåðåäíþ çà-

äà÷ó), z2 =
√
a2 + z21 , z3 =

√
az2 , z4 =

√
az3 , x =

√
az4.

Çàóâàæåííÿ Ó âèïàäêó, êîëè çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ öèð-

êóëÿ i ëiíiéêè àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì, âiäïîâiäíó êëþ÷îâó ôîðìóëó çàäà÷i

çàâæäè (i ïðè òîìó äîñèòü ëåãêî) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâ-

íîñòi "äîçâîëåíèõ"ïîáóäîâ òèïó 1-5. ×àñòî òàêèõ ïðåäñòàâëåíü äëÿ äàíî¨

êîíêðåòíî¨ çàäà÷i ìîæíà âêàçàòè äåêiëüêà.

Ïðèêëàä 3 Ïîáóäóâàòè êóò α, ÿêùî sinα = a3−b3
a3+b3 , äå a i b äàíi âiäðiçêè,

ïðè÷îìó a > b [4].

Öÿ çàäà÷à òåæ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó. Äëÿ öüîãî

ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì ñèíóñà. Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó

ó ëiâié ÷àñòèíi íà ab i ïðåäñòàâèìî ïî÷àòêîâó ôîðìóëó ó òàêîìó âèãëÿäi:

sinα = m
n =

a2

b −
b2

a
a2

b + b2

a

, äå m i n âiäïîâiäíî êàòåò òà ãiïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî

òðèêóòíèêà, ó ÿêîãî êóò, ïðîòèëåæíèé êàòåòó äîâæèíîþ m ¹ øóêàíèé. Îò-

æå, âèçíà÷èâøè m i n, ïîáóäó¹ìî öåé òðèêóòíèê i òèì ñàìèì ïîáóäó¹ìî i

øóêàíèé êóò.

À öå ëåãêî çðîáèòè, âèêîíàâøè òàêó ïîñëiäîâíiñòü ïîáóäîâ âiäðiçêiâ: u =
a2

b , v = b2

a (ÅÏ2). Òåïåð áóäó¹ìî âiäðiçêè: m = u − v òà n = u + v, à äàëi

i âiäïîâiäíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç êàòåòîì m i ãiïîòåíóçîþ n. Òîäi

ïðîòè êàòåòà m îäåðæèìî øóêàíèé êóò α.

Çàóâàæåííÿ Äî ìåòè ìîæå âåñòè i iíøå ïåðåòâîðåííÿ äàíî¨ ôîðìóëè,

íàïðèêëàä òàêå: sinα = p
q =

a− b3

a2

a+ b3

a2

. Ïðè÷îìó çðîçóìiëî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

íå çàëåæèòü âiä çàñòîñîâàíîãî ìåòîäó, áî sinα = m
n = p

q .

Ïðèêëàä 4 Â ñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó P, ùîá

äëÿ ïëîù òðèêóòíèêiâ ABP , BCP i CAP âèêîíóâàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

SABP : SBCP : SCAP = 1 : 2 : 3.
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Àíàëiç Ïîïåðåäíüî ðîçãëÿíåìî äåÿêi öiêàâi âëàñòèâîñòi øóêàíèõ òðèêóò-

íèêiâ ó âçà¹ìîçâ'ÿçêó ç iíøèìè òðèêóòíèêàìè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ çàäàíèé

òðèêóòíèê. Íåõàé â ñåðåäèíi äàíîãî òðèêóòíèêà ABC òàêó òî÷êó âæå ïî-

áóäîâàíî, òîäi ïðîäîâæèìî âiäðiçîê AP äî ïåðåòèíó ç ñòîðîíîþ BC â òî÷öi

X (Ðèñ.1). Íåõàé BX
XC = k =⇒ BX = k · XC. Òåïåð, îñêiëüêè òðèêóòíèêè

ABX i ACX ìàþòü îäíàêîâó âèñîòó, òî î÷åâèäíî, ùî SABX = k · SACX .

Àíàëîãi÷íî SBPX = k · SCPX . Òîäi ìà¹ìî:

SABP

SACP
= SABX−SPBX

SACX−SPCX
= k(SACX−SPCX)

SACX−SPCX
= k.

Ðèñ. 1

Äî ðå÷i, äî òàêîæ âèñíîâêó ìîæíà ïðèéòè i iíàêøå, ðîçãëÿíóâøè òðè-

êóòíèêè ABP i ACP . Âîíè ìàþòü ñïiëüíó îñíîâó, à âiäíîøåííÿ ¨õ âèñîò

äîðiâíþ¹ k, òîìó i âiäíîøåííÿ ¨õ ïëîù äîðiâíþ¹ k.

Ïîáóäîâà Ñïî÷àòêó áóäó¹ìî òî÷êó Y , ÿêà äiëèòü ñòîðîíó AC äàíîãî

òðèêóòíèêà ó âiäíîøåííi 1:2, òîáòî AY/AC = 1/2. Òåïåð íà BC áóäó¹ìî

òî÷êó X, ÿêà äiëèòü BC ó âiäíîøåííi 1:3, òîáòî BX/XC = 1/3. Òåïåð çíà-

õîäèìî øóêàíó òî÷êó P , ÿê ïåðåòèí âiäðiçêiâ AX i BY . Íà îñíîâi àíàëiçó

ëåãêî äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíà òî÷êà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i.

Ïðèêëàä 5 Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà ãiïîòåíóçîþ i

ìåäiàíîþ ãîñòðîãî êóòà [1].

Àíàëiç i ïîáóäîâà Íåõàé çàäàíî ãiïîòåíóçó c i ìåäiàíó m øóêàíîãî

ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i öiëêîì äî-

ñòàòíüî çíàéòè äîäàòêîâî îäèí ç éîãî êàòåòiâ.

Íåõàé çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà i øóêàíèé òðèêóòíèê ïîáóäîâàíî (Ðèñ.2). Òîäi,

âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ïiôàãîðà, ìîæíà ñêëàñòè òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:{
(2x)2 + y2 = c2,

x2 + y2 = m2.
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Ðèñ. 2

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó âiäíîñíî x:

{
4x2 + y2 = c2,

x2 + y2 = m2.
⇒ 3x2 = c2 −m2 ⇒

x =
√

c+m
3 · (c−m)

Äàëi ïîáóäîâà âiäðiçêà x i øóêàíîãî òðèêóòíèêà íå âèêëèêà¹ òðóäíîùiâ.

Âiäðiçîê x ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿê ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå äâîõ âiäðiçêiâ: c+m
3 i

c −m. Äî ðå÷i, çâiäñè âèïëèâà¹ î÷åâèäíå îáìåæåííÿ íà óìîâó çàäà÷i: m <

c . ßêùî äîáóäóâàòè äàíèé òðèêóòíèê äî ïàðàëåëîãðàìà òàê, ùîá äàíà

ïîäâî¹íà ìåäiàíà áóëà äiàãîíàëëþ öüîãî ïàðàëåëîãðàìà, òî îäåðæèìî ùå

îäíó óìîâó âiäíîñíî äàíèõ âiäðiçêiâ: 2m > c (ïðîòè áiëüøîãî êóòà ëåæèòü

áiëüøà ñòîðîíà).

Çàóâàæåííÿ Öþ çàäà÷ó ìîæíà òàêîæ ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó

ãåîìåòðè÷íèõ ìiñöü òî÷îê.

Ïðèêëàä 6 ×åðåç äàíó òî÷êó P, ÿêà ëåæèòü â ñåðåäèíi äàíîãî êîëà, ïðî-

âåñòè õîðäó òàê, ùîá ðiçíèöÿ äîâæèí âiäðiçêiâ, íà ÿêi øóêàíà òî÷êà äi-

ëèòü õîðäó, ìàëà äàíó âåëè÷èíó a [9].

Ðèñ. 3
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Àíàëiç Íåõàé çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà (Ðèñ. 3). Ïîïåðåäíüî ïðèãàäó¹ìî âëà-

ñòèâîñòi õîðä â êîëi. Çîêðåìà çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî äiàìåòð ïåðïåíäè-

êóëÿðíèé äî õîðäè äiëèòü ¨¨ íà äâi ðiâíi ÷àñòèíè. Äàëi âæå çîâñiì ïðîñòî

ïîáóäóâàòè òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé: BP−AP = 2AM−2AP = 2PM = a.

Îòæå, òðèêóòíèê PMO ïðÿìîêóòíèé i éîãî íå âàæêî ïîáóäóâàòè çà äàíîþ

ãiïîòåíóçîþ PO i êàòåòîì MP = a/2.

Ïîáóäîâà Íà PO ÿê íà äiàìåòði áóäó¹ìî êîëî, à ïîòiì ç òî÷êè P ïðîâî-

äèìî äóãó êîëà ðàäióñîì a/2 äî ïåðåòèíó ç ïîáóäîâàíèì âíóòðiøíiì êîëîì

â òî÷öi M. Òåïåð ÷åðåç òî÷êè P i M ïðîâîäèìî øóêàíó õîðäó AB.

Çàóâàæåííÿ Çàäà÷à ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: äðóãà õîðäà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâi çàäà÷i, ïðîõîäèòü ñèìåòðè÷íî AB âiäíîñíî ïðÿìî¨ PO (ïîêàçàíà ïóíê-

òèðîì).

Ïðèêëàä 7 Ïîáóäóâàòè ðàäióñ âïèñàíîãî â äàíèé òðèêóòíèê êîëà r, ÿêùî

çàäàíà ïëîùà òðèêóòíèêà S i éîãî ïiâïåðèìåòð p.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i âiäíîñíî ïðîñòèé: ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà ëåãêî çíàéòè çà

ôîðìóëîþ: r = S
p . Ïðè öüîìó íåîáõiäíî âiäçíà÷èòè, ùî â êîíñòðóêòèâíié

ãåîìåòði¨ ïëîùà S çàäà¹òüñÿ äåÿêèì ïðÿìîêóòíèêîì (àáî ìíîãîêóòíèêîì,

ÿêèé ëåãêî ïåðåòâîðèòè â ïðÿìîêóòíèê )[5]. Òîáòî ïëîùà çàäà¹òüñÿ äâîìà

âiäðiçêàìè m i n òàêèìè, ùî S = m · n. À øóêàíèé ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà

òîäi ëåãêî ïîáóäóâàòè çà ôîðìóëîþ: r = mn
p .

Äîñëiäæåííÿ Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i íå âèêëèêà¹ òðóäíîùiâ, îñêiëüêè

øóêàíà ïîáóäîâà âiäíîñèòüñÿ äî åëåìåíòàðíèõ. Çíàéäåìî âiäïîâiäü íà áiëüø

ñêëàäíå çàïèòàííÿ: ÿêîìó ñïiââiäíîøåííþ ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè äîâæèíè

âiäðiçêiâ m i n ïðè ôiêñîâàíîìó âiäðiçêó p, ùîá çàäà÷à ìàëà ðîçâ'ÿçîê.

Ñïî÷àòêó ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ ìiæ ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì i ñåðåäíiì

àðèôìåòè÷íèì: 3
√
(p− a)(p− b)(p− c) ≤ (p−a)+(p−b)+(p−c)

3 = 3p−2p
3 = p

3 . Òîá-

òî, (p − a)(p − b)(p − c) ≤ p3

27 . Òåïåð, âðàõîâóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ,

iç ôîðìóëè Ãåðîíà S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) îäåðæèìî íåðiâíiñòü:S =

mn =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) ≤

√
p4

27 = p2

3
√
3
. Îòæå, äîâæèíè âiäðiçêiâ m

i n çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì: mn ≤ p2

3
√
3
. Öå îçíà÷à¹, ùî îäèí ç âiäðiçêiâ,

(íàïðèêëàä, m ≥ 0), ìîæíà âèáðàòè äîâiëüíî. Òîäi âiäðiçîê n ïîâèíåí çàäî-

âîëüíÿòè ïîäâiéíié íåðiâíîñòi: 0 < n ≤ p2

3
√
3m

.

Êîìáiíîâàíèé ìåòîä (çàñòîñóâàííÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó i ãåîìåòðè÷-

íèõ ìiñöü òî÷îê) äîçâîëÿ¹ ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè òàêi êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i:

• Ïîáóäóâàòè òðàïåöiþ çà äâîìà äàíèìè îñíîâàìè i ái÷íèìè ñòîðîíàìè.

• Ïîáóäóâàòè òðàïåöiþ çà äâîìà äàíèìè îñíîâàìè i ¨¨ äiàãîíàëÿìè.
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Íàñòóïíà çàäà÷à âèÿâëÿ¹òüñÿ íàáàãàòî ñêëàäíiøîþ. Íàì âiäîìèé òiëüêè

¨¨ àëãåáðà¨÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèêëàä 8 Ïîáóäóâàòè òðàïåöiþ çà äàíèìè ái÷íèìè ñòîðîíàìè a i b, òà

çà ¨¨ äiàãîíàëÿìè m i n [7].

Äîñëiäæåííÿ i ïîáóäîâà Âiäîìî äåêiëüêà àëãåáðà¨÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨

çàäà÷i, ðîçãëÿíåìî îäèí ç íàéïðîñòiøèõ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî øóêàíà òðà-

ïåöiÿ KLMN ïîáóäîâàíà (Ðèñ.4). Ïîçíà÷èìî ÷àñòèíè äiàãîíàëåé, ÿêi îäåð-

æèìî ïðè ¨õ ïåðåòèíi, ÿê x, m − x, y, n − y. Òåïåð, çà òåîðåìîþ Ôàëåñà,

ëåãêî çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ x òà y: x
y = m−x

n−y = m
n ⇒ y = nx

m .

Ðèñ. 4

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó êîñèíóñiâ äî òðèêóòíèêiâ LOK i MON , îäåðæèìî

òàêi ñïiââiäíîøåííÿ: a2 = x2 + (n − y)2 − 2x(n − y)cosϕ, b2 = y2 + (m −
x)2 − 2y(m − x)cosϕ. Òîäi x2+(n−y)2−a2

2x(n−y) = y2+(m−x)2−b2
2y(m−x) . Äàëi, âðàõîâóþ÷è,

ùî y = nx
m , ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî: x = m

2 + m(a2−b2)
2(m2−n2) ,

y = n
2 + n(a2−b2)

2(m2−n2) , m− x = m
2 −

m(a2−b2)
2(m2−n2) , n− y = n

2 −
n(a2−b2)
2(m2−n2) .

Ïîáóäîâè öèõ ÷îòèðüîõ âiäðiçêiâ íå âèêëèêàþòü îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ,

õî÷à âîíè äåùî ãðîìiçäêi i âèìàãàþòü âiäïîâiäíèõ íàâè÷îê. Òåïåð ïîáóäîâà

øóêàíî¨ òðàïåöi¨ KLMN çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè òðèêóòíèêiâ LOK i MON ,

çà ñòîðîíàìè a, x, n− y i b, y, m− x âiäïîâiäíî.

ÇàóâàæåííÿÎ÷åâèäíî, ùî çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íå çàâæäè. Íàïðèêëàä,

ñïî÷àòêó ìîæíà âçÿòè ñòîðîíó i îäíó ç äiàãîíàëåé. Ïðè öüîìó ìîæëèâî, ùî

äðóãà äiàãîíàëü âèÿâèòèñÿ àáî çàíàäòî êîðîòêîþ, àáî çàíàäòî äîâãîþ íàâiòü

äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê. Ç îñòàííiõ àëãåáðà¨÷íèõ

ñïiââiäíîøåíü ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çà äàíèìè â óìîâi çàäà÷i âiäðiçêàìè

òðàïåöiþ ìîæëèâî ïîáóäóâàòè ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

0 < | a
2−b2

m2−n2 | < 1.
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Ó âèïàäêó êîëè a = b, m = n, ïîïåðåäíi ôîðìóëè ñòàþòü íåâèçíà÷åíè-

ìè, à çàäà÷à ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ (ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿê çàâãîäíî áàãàòî

ðiâíîáåäðåíèõ òðàïåöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi çàäà÷i).

Ïðèêëàä 9 (Çàäà÷à ç "Íà÷àë"Åâêëiäà). Ðîçäiëèòè äàíèé âiäðiçîê íà äâi

÷àñòèíè òàê, ùîá ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà, ïîáóäîâàíîãî íà öüîìó âiäðiçêó i

íà îäíié éîãî ÷àñòèíi, äîðiâíþâàëà ïëîùi êâàäðàòó, ïîáóäîâàíîãî íà iíøié

éîãî ÷àñòèíi.

Ïåðøèé ñïîñiá. Äîñëiäæåííÿ i ïîáóäîâà.

Ïîáóäó¹ìî íà äàíîìó âiäðiçêó AB, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ a, êâàäðàò

ABCD i ïiâêîëî ðàäióñîì OB (öåíòð êîëà, òî÷êà O, íàëåæèòü AD i OA=OD)

(Ðèñ.5). Íà âiäðiçêó AG äiàìåòðà FG áóäó¹ìî ùå îäèí, ìåíøèé êâàäðàò,

ïîòiì ïðîäîâæèìî éîãî ñòîðîíó QR äî ïåðåòèíó ç âiäðiçêîì AB â òî÷öi P.

Ïðè öüîìó òî÷êà Q äiëèòü äàíèé âiäðiçîê òàê, ùî ïëîùà êâàäðàòà AGRQ

äîðiâíþ¹ ïëîùi ïðÿìîêóòíèêà PQBC.

Ðèñ. 5

Çà ïîáóäîâîþ òðèêóòíèê FBG ïðÿìîêóòíèé, òîìó âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ: AB2 = AF · AG = AF · RG = DG · GR. Òîáòî, êâàäðàò ABCD
i ïðÿìîêóòíèê DGRP ðiâíîâåëèêi. Òåïåð, âiäíiìàþ÷è âiä ïëîùi êîæíîãî

ç íèõ ïëîùó ñïiëüíîãî ïðÿìîêóòíèêà AQPD, îäåðæèìî øóêàíå ñïiââiäíî-

øåííÿ: ïëîùà PQBC äîðiâíþ¹ ïëîùi AGRQ.

Òîáòî, òî÷êà Q - øóêàíà. Ñàìå òàê çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà ó Åâêëiäà.

Äðóãèé ñïîñiá. Äîñëiäæåííÿ i ïîáóäîâà. Íåõàé äîâæèíà äàíîãî

âiäðiçêà AB äîðiâíþ¹ a i øóêàíà òî÷êà Q äiëèòü öåé âiäðiçîê íà äâi ÷àñòèíè:

AQ = x,QB = a−x. Òîäi, çà óìîâîþ çàäà÷i ìà¹ìî: a(a−x) = x2 . Ðîçâ'ÿçó¹ìî

öå ðiâíÿííÿ, âèêëþ÷àþ÷è âiä'¹ìíèé êîðiíü: x = a
2 (
√
5− 1) .

Òåïåð øóêàíèé âiäðiçîê x ëåãêî ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ i

ëiíiéêè. Î÷åâèäíî, ùî àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i âèÿâè-
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âñÿ íàáàãàòî ïðîñòiøèì i áiëüø äîñòóïíèì. Êàæóòü, ùî òàêèé ïîäië âiäðiç-

êà âèêîíàíî "ó êðàéíüîìó i ñåðåäíüîìó âiäíîøåííi ïðè ÿêîìó áiëüøà ÷à-

ñòèíà âiäðiçêà ¹ ñåðåäíiì ïðîïîðöiéíèì ìiæ âñiì âiäðiçêîì òà éîãî ìåí-

øîþ ÷àñòèíîþ. Òàêèé ïîäië ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiçíîìàíiò-

íèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, éîãî ùå íàçèâàþòü "çîëîòèì ïåðåðiçîì". ×èñëî

ϕ =
√
5+1
2 = 1, 618033988749895... âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ äâîõ ÷àñòèí âiäðiçêà,

ïîäiëåíîãî "çîëîòèì ïåðåðiçîì". Çàäà÷à ïðî çîëîòèé ïåðåðiç âïåðøå çóñòði-

÷à¹òüñÿ ó äðóãié êíèçi "Íà÷àë"Åâêëiäà.

Ïðèêëàä 10 (çàäà÷à Ïàïïà). Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ÿêùî çàäàíi êóò

A, áiñåêòðèñà öüîãî êóòà la i ñòîðîíà a. (Ïàïï Àëåêñàíäðiéñüêèé - äàâíüî-

ãðåöüêèé ìàòåìàòèê äðóãî¨ ïîëîâèíè III ñò.)[9]

Àíàëiç Íåõàé øóêàíèé òðèêóòíèê ABC ïîáóäîâàíî (Ðèñ.6). Âèêîíà¹ìî

äîäàòêîâi ïîáóäîâè. Ïîáóäó¹ìî îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà êîëî, ïðîâåäå-

ìî áiñåêòðèñó AM = la = l êóòà A, ïðîäîâæåííÿ ÿêî¨ ïåðåòíå âiäïîâiäíó

äóãó îïèñàíîãî êîëà ó òî÷öi D (ñåðåäèíà äóãè). Ïðîâåäåìî òàêîæ äiàìåòð

îïèñàíîãî êîëà DF , ÿêèé ïåðåòíå ñòîðîíó òðèêóòíèêà BC ó òî÷öi N .

Ðèñ. 6

Íåõàé òàêîæ CD = q, à MD = x. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìîæíà çâåñòè

äî ïîáóäîâè âiäðiçêà x.

Çàäà÷ó äîöiëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Äëÿ öüîãî òðåáà

çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äàíèìè âiäðiçêàìè i øóêàíèì. Ðîçãëÿíåìî äâi

ïàðè ïîäiáíèõ ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ:

∆DNM ∼ ∆DAF . Òîìó x
DN = FD

l+x → x(l + x) = DN · FD.

∆FCD ∼ ∆CND. Òîìó FD
CD = CD

DN → DN · FD = CD2 = q2.
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Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî x(l + x) = q2.

Ïîáóäîâà Ïîáóäîâó øóêàíîãî òðèêóòíèêà ïî÷íåìî ç âiäêëàäàííÿ îñíî-

âè BC, ïîáóäîâè îïèñàíîãî êîëà i òî÷êè D. Äëÿ çðó÷íîñòi, ïîäàëüøi ïîáó-

äîâè ïðîiëþñòðó¹ìî íà îêðåìîìó ìàëþíêó (Ðèñ.7). Â òî÷öi C äî ïðÿìî¨ CD

ïîáóäó¹ìî äîòè÷íå êîëî ðàäióñà l
2 . Ç òî÷êè D ïðîâåäåìî ÷åðåç öåíòð êîëà

ñi÷íó PR. Ìà¹ìî: DP = x, PR = l, DC = q. Òîìó, çà âiäîìîþ òåîðåìîþ ïðî

ñi÷íó i äîòè÷íó, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: x(l + x) = q2.

Ðèñ. 7

Òåïåð ç òî÷êè D äîñòàòíüî ïðîâåñòè êîëî ðàäióñîì DR = l + x. Òî÷êè

ïåðåòèíó öüîãî êîëà ç êîëîì, îïèñàíèì íàâêîëî øóêàíîãî òðèêóòíèêà (ÿêùî

âîíè iñíóþòü) äàäóòü ìíîæèíó ìîæëèâèõ âåðøèí A øóêàíîãî òðèêóòíèêà.

Çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà.

Äîñëiäæåííÿ Çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçêè äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü êóòà A i

ñòîðîíè a, àëå ïðè öüîìó íà âåëè÷èíó áiñåêòðèñè la íàêëàäàþòüñÿ òàêi îá-

ìåæåííÿ: 0 < la ≤ a
2 ctg

A
2 . Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ x(l + x) = q2, îäåðæèìî

äëÿ øóêàíîãî âiäðiçêà x òàêå çíà÷åííÿ:x = − l
2 +

√
l2

4 + q2.

Äðóãèé ðîçâ'ÿçîê êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ äà¹ âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ äîâæè-

íè âiäðiçêà x, ùî íåïðèïóñòèìî. Îòæå, ïðè äîïóñòèìèõ äàíèõ çàäà÷à ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèêëàä 11 (Ç ÿïîíñüêî¨ õðàìîâî¨ ãåîìåòði¨ Ñàíãàêó). Ðîçðiçàòè äàíèé

òðèêóòíèê íà äâà òðèêóòíèêè òàê, ùîá ðàäióñè êië, ÿêi ìîæíà âïèñàòè

â ìàëåíüêi òðèêóòíèêè, áóëè ðiâíi [6].

Ðîçâ'ÿçîê Íåõàé äàíî òðèêóòíèê ABC, ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà ÿêîãî

äîðiâíþ¹ r. I íåõàé AD - âiäðiçîê, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ øóêàíèé ïîäië äàíîãî

òðèêóòíèêà íà äâà ìàëåíüêi òðèêóòíèêè ç ðiâíèìè ðàäióñàìè âïèñàíèõ êië

r1 i r2 (Ðèñ.8).

1. Ïëîùà äàíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù äâîõ ìàëåíüêèõ òðè-

êóòíèêiâ, çâiäêè ëåãêî îäåðæó¹ìî ëàíöþæîê ðiâíîñòåé:
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S = S1 + S2 → pr = (p1 + p2)r1.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî p1 + p2 = p+ x , ìà¹ìî: pr = (p+ x)r1 . Àáî
r1
r = p

p+x .

Ðèñ. 8

2. Òåïåð çíàéäåìî âiäíîøåííÿ r1 i r ç iíøî¨ óìîâè. Ñêîðèñòà¹ìîñü äëÿ

öüîãî óìîâîþ, ùî êîëà O i O1 ïîäiáíi ç öåíòðîì ïîäiáíîñòi â òî÷öi C.

Òîìó r1
r = CM

CN . Ëåãêî áà÷èòè, ùî CN = a+b−c
2 , à CM = a1+b−x

2 . Îò-

æå, r1
r = a1+b−x

a+b−c . Àíàëîãi÷íî äëÿ iíøî¨ ïàðè ïîäiáíèõ êië îäåðæèìî òàêå

âiäíîøåííÿ: r1r = a2+c−x
a+c−b . Òåïåð, ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ âëàñòèâiñòþ äî-

äàâàííÿ ïðîïîðöié îäåðæèìî: r1r = a1+b−x+a2+c−x
a+b−c+a+c−b = 2p−2x

2a = p−x
a , àáî

r1
r = p−x

a .

3. Òåïåð, ïîðiâíþþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, çíàõîäèìî äîâæèíó âiäðiçêà

AD = x: r1
r = p

p+x = p−x
a → p2 − x2 = pa→ x =

√
p(p− a) .

Òåïåð ïîáóäîâà øóêàíîãî âiäðiçêà AD ìîæå áóòè ëåãêî âèêîíàíà çà äî-

ïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨.

4 Âèñíîâêè

Ñêëàäíiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i ¹ ¨¨ íåâiä'¹ìíèì àòðèáóòîì i ãîëîâíîþ ñóò-

íiñòþ ïîíÿòòÿ çàäà÷i âçàãàëi. I êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i ñåðåä iíøèõ çàäà÷ íå

âèíÿòîê. Àëå i íàâ÷àòè i íàâ÷èòèñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi çàäà÷i ìîæíà. Öüîìó

ìîæóòü ñïðèÿòè âiäïîâiäíi òåîðåòè÷íi çíàííÿ, ìåòîäè÷íi âêàçiâêè i äîñâiä.

Òîìó òðåáà íàâ÷àòè ó÷íiâ i ñòóäåíòiâ òàêîìó ïiäõîäó äî êîíñòðóêòèâíèõ çà-

äà÷, ïðè ÿêîìó çàäà÷à âèñòóïà¹ ÿê îá'¹êò ðåòåëüíîãî âèâ÷åííÿ, à ¨¨ ðîçâ'ÿçîê

- ÿê îá'¹êò êîíñòðóþâàííÿ i âèíàõîäó.
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Êîíôîðìíî-êåëåðîâi ïðîñòîðè òà êîíôîðìíi ïå-
ðåòâîðåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó

Â. Ì. Êóçàêîíü �. Â. ×åðåâêî

Àíîòàöiÿ Ðîçãëÿíóòî êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ åðìiòîâèõ ïðîñòîðiâ íà êå-

ëåðîâi ïðîñòîðè ç óìîâîþ iíâàðiàíòíîñòi òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó. Çíàéäåíî

óìîâè iíâàðiàíòíîñòi öüîãî òåíçîðó. Äîâåäåíî íåìîæëèâiñòü çáåðåæåííÿ

òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi óçàãåëüíåíèõ

ìíîãîâèäiâ Õîïôà íà êåëåðîâi ïðîñòîðè.

Êëþ÷îâi ñëîâà Åðìiòîâèé ïðîñòið · Êåëåðîâèé ïðîñòið ·Òåíçîð åíåðãi¨-

iìïóëüñó

ÓÄÊ 513.76

1 Âñòóï

Âiäîìî([3], [6]), ùî ïîëÿ òÿæiííÿ ó ïñåâäîðèìàíîâîìó ïðîñòîði (Vn, g) îïè-

ñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Åéíøòåéíà:

Rij −
Rgij
2

= −8πk

c4
Tij . (1)

Ó ëiâié ÷àñòèíi íàÿâíi òàêi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ïðîñòîðó (Vn, g), ÿê Rij =

Rαijα - òåíçîð Ði÷÷i, gij - ïñåâäîðiìàíîâà ìåòðèêà ïðîñòîðó Vn, R = Rijg
ij

- ñêàëÿðíà êðèâèíà, gij - ìàòðèöÿ, ùî ¹ çâîðîòíüîþ äî ìàòðèöi ïñåâäîði-

ìàíîâî¨ ìåòðèêè. Äîäàìî, ùî Rij = Rhijk - òåíçîð êðèâèíè ïðîñòîðó Vn.

Ñèìâîëîì Tij ïîçíà÷åíî äâi÷i êîâàðiàíòíèé òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó. Íàðå-

øòi, c - øâèäêiñòü ñâiòëà ó âàêóóìi, òà k - ãðàâiòàöiéíà ñòàëà.
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Ìè âèâ÷àòèìî ïåðåòâîðåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè êîíôîðìíèõ ïå-

ðåòâîðåííÿõ ïðîñòîðiâ (Vn, g)→ (V n, g), òîáòî, ¨õ ìåòðèêè ïîâ'ÿçàíi ðiâíÿí-

íÿì:

gij = e2ϕgij , (2)

äå ϕ = ϕ(x1, ..., xn) - äåÿêà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ. Íàñ öiêàâèòü òîé âèïàäîê,

êîëè (Vn, g) ¹ åðìiòîâèì ïðîñòîðîì, à ïðîñòið (V n, g) áóäå êåëåðîâèì.

2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íàãàäà¹ìî íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî ïîíÿòòÿ([1], [2], [11]). Çðîçóìiëî, ïðî-

ñòîðè (Vn, g) òà (V n, g) ìàþòü ïàðíó ðîçìiðíiñòü: n = 2m. Êðiì òîãî, íà

êîæíîìó ç íèõ çàäàíà ìàéæå êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J .

Îçíà÷åííÿ 1 Màéæå êîìïëåêñíîþ ñòðóêòóðîþ J íàçèâàþòü òàêèé àôi-

íîð J ij , ùî:

J iαJ
α
j = −δij . (3)

Òóò δij - ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Îçíà÷åííÿ 2 Ïðîñòið, äå çàäàíî ìàéæå êîìïëåêñíó ñòðóêòóðó J , íàçè-

âàþòü ìàéæå êîìïëåêñíèì ïðîñòîðîì.

Ìàéæå êîìïëåêñíèé ïðîñòið ïîçíà÷àþòü {Vn, J, g}.

Îçíà÷åííÿ 3 Ìàéæå êîìïëåêñíèé ïðîñòið {Vn, J, g} ¹ åðìiòîâèì, ÿêùî:

1) ìåòðèêà åðìiòîâà

Jαi J
β
j gαβ = gij ; (4)

2) ìàéæå êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà iíòåãðó¹òüñÿ

Jki,j = Jαi J
β
j J

k
α,β . (5)

Êîìîþ �,� òóò ïîçíà÷åíî êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ó çâ'ÿçíîñòi Ëåâi-×åâiòà,

óçãîäæåíié ç ðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ gij.

ßêùî äî òîãî æ ó åðìiòîâîìó ïðîñòîði {Vn, J, g} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

Jki,j = 0, (6)

òî âií ¹ êåëåðîâèì.

Îçíà÷åííÿ 4 Åðìiòîâèé ïðîñòið {Vn, J, g} íàçèâàþòü êîíôîðìíî-

êåëåðîâèì, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ ∈ C2(Vn) : Vn → R òàêà, ùî

{V n, J, g = e2ϕg} ¹ êåëåðîâèì ïðîñòîðîì.
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Öå îçíà÷à¹, ùî (6) äëÿ {Vn, J, g} íå âèêîíó¹òüñÿ, àëå äëÿ {V n, J, g = e2ϕg} ¹
ñïðàâåäëèâèì:

Jki|j = 0. (7)

Âåðòèêàëüíà ðèñêà �|� îçíà÷à¹ êîâàðiàíòíó ïîõiäíó ó çâ'ÿçíîñòi Ëåâi-×åâiòà,

óçãîäæåíié ç ðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ gij = e2ϕgij ïðîñòîðó {V n, J, g}. Êî-
âàðiàíòíi ïîõiäíi ó çâ'ÿçíîñòÿõ, ùî óçãîäæåíi ç ðiçíèìè ìåòðèêàìè çàäî-

âiëüíÿþòü ðiâíîñòi:

Jki|j = Jki,j + Jαi P
k
αj − JkαPαij , (8)

äå

P kij = δkj ϕi + δki ϕj − ϕkgij (9)

ìà¹ íàçâó òåíçîðà êîíôîðìíî¨ äåôîðìàöi¨, ïðè÷îìó, ϕi = ∂iϕ òà ϕk = ϕig
ik.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (9) ó (8), òà âðàõîâóþ÷è (7), îòðèìó¹ìî:

Jki,j + Jαi (δ
k
j ϕα + δkαϕj − ϕkgαj)− Jkα(δαj ϕi + δαi ϕj − ϕαgij) = 0. (10)

Ðîçêðèâàþ÷è ó (10) äóæêè, òà çâîäÿ÷è ïîäiáíi, ìîæíà çàïèñàòè:

Jki,j = −δkj Jαi ϕα + ϕkJij + Jkj ϕi − Jkαϕαgij . (11)

Çãîðíåìî (11) çà iíäåêñàìè j òà k:

Jαi,α = −nJαi ϕα + Jiαϕ
α + Jααϕi − Jαiϕα =

= −nJαi ϕα + Jiαϕ
α + Jiαϕ

α = −(n− 2)Jαi ϕα.

(12)

Ïiä ÷àñ îá÷èñëåíü ó (12) ìè âðàõóâàëè òå, ùî Jαα = 0 òà Jαi gαj = Jij = −Jji.
Ç (12), áåðó÷è äî óâàãè (3), îñòàòî÷íî ìà¹ìî([11], [10]):

ϕi =
1

n− 2
Jαβ,αJ

β
i . (13)

Ó (13) ìè çíàéøëè âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè

ω = ϕidx
i; (14)

ÿêà ìà¹ íàçâó ôîðìè Ëi ïðîñòîðó {Vn, J, g}.
Ìà¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ:
∂ϕ

∂xi
=

1

n− 2
Jαβ,αJ

β
i , i = 1, n. (15)
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Ñèñòåìà (15) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóòüñÿ óìîâè ∂2ϕ
∂xj∂xi =

∂2ϕ
∂xi∂xj , àáî, ó òåðìiíàõ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ([4], [5]):

ϕi,j = ϕj,i; k, l = 1, n. (16)

Âèìîãà (16) åêâiâàëåíòíà óìîâi, ùîá ôîðìà Ëi áóëà òî÷íîþ, à ñàìå, ¨¨ çîâ-

íiøíié äèôåðåíöiàë ìà¹ òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ: dω = 0. Âèêîíà¹ìî

êîâàðiàíòíå äèôåðåíöiþâàííÿ (13):

ϕi,j =
1

n− 2
(Jαβ,αjJ

β
i + Jαβ,αJ

β
i,j). (17)

Àëüòåðíóþ÷è (17) çà iíäåêñàìè i òà j, à òàêîæ, âðàõóâàâøè (16), îòðèìó¹ìî:

1

n− 2
(Jαβ,αjJ

β
i + Jαβ,αJ

β
i,j − J

α
β,αiJ

β
j − J

α
β,αJ

β
j,i) = 0,

àáî:

Jαβ,αjJ
β
i + Jαβ,αJ

β
i,j − J

α
β,αiJ

β
j − J

α
β,αJ

β
j,i = 0. (18)

Îñêiëüêè óìîâè iíòåãðîâíîñòi (18) íå çàëåæàòü âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ =

ϕ(x1, ..., xn), ¨¨ ïîõiäíèõ, çà óìîâè, ùî ìàéæå êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J

òîòîæíî ¨ì çàäîâiëüíÿ¹, ñèñòåìà (15) ¹ öiëêîì iíòåãðîâíîþ(completely

integrable). Çãiäíî ç òåîði¹þ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, (15) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê,

ùî çàëåæèòü ëèøå âiä îäíîãî äîâiëüíîãî ïàðàìåòðó. Öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå

áóòè çíàéäåíèé çà ôîðìóëîþ [7]:

ϕ(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

xi∫
xi
0

ϕi(x
1
0, ..., x

i−1
0 , xi, ..., xn)dxi + C,

àáî, îñêiëüêè äîâiëüíèé ïàðàìåòð C ìà¹ ñåíñ ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ, îñòà-

òî÷íî:

ϕ =
1

n− 2

n∑
i=1

xi∫
xi
0

Jαβ,αJ
β
i (x

1
0, ..., x

i−1
0 , xi, ..., xn)dxi + ϕ(x10, ..., x

n
0 ). (19)

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 1 Åðìiòîâèé ïðîñòið {Vn, J, g}, (n > 2) ¹ êîíôîðìíî-êåëåðîâèì

òîäi, i òiëüêi òîäi, êîëè ìàéæå êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J çàäâiëüíÿ¹ óìî-

âàì:

1)Jki,j = −δkj Jαi ϕα + ϕkJij + Jkj ϕi − Jkαϕαgij ,

2)Jαβ,αjJ
β
i + Jαβ,αJ

β
i,j − J

α
β,αiJ

β
j − J

α
β,αJ

β
j,i = 0.
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Âiäîáðàæóþ÷à ôóíêöiÿ ϕ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

ϕ(x1, ..., xn) =
1

n− 2

n∑
i=1

xi∫
xi
0

Jαβ,αJ
β
i (x

1
0, ..., x

i−1
0 , xi, ..., xn)dxi + ϕ(x10, ..., x

n
0 ),

äå ϕ(x10, ..., x
n
0 ) - ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ó òî÷öi (x10, ..., x

n
0 ).

3 Óìîâè iíâàðiàíòíîñòi òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè êîíôîðìíèõ

ïåðåòâîðåííÿõ

Òåïåð ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî åðìiòîâèõ ïðîñòîðiâ, ãåîìåòðiÿ ÿêèõ

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1). Ïåðø çà âñå, çàçíà÷èìî, ùî ìîæíà âèáðàòè

òàêó ñèñòåìó îäèíèöü, â ÿêié (1) ìàòèìå âèãëÿä:

Rij −
Rgij
2

= −Tij . (1′)

Âèõîäÿ÷è ç (1′), äåôîðìàöiþ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ìîæíà çàïèñàòè òà-

êèì ÷èíîì:

T ij − Tij = Rij −
Rgij
2
−Rij +

Rgij
2

. (20)

Ç iíøîãî áîêó, âiäîìî, ùî òåíçîðè Ði÷÷i òà ñêàëÿðíi êðèâèíè êîíôîðìíî-

âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè [8]:

Rij = Rij + (n− 2)ϕij + (∆2ϕ+ (n− 2)∆1ϕ))gij ;

e2ϕR = R+ 2(n− 1)∆2ϕ+ (n− 1)(n− 2)∆1ϕ).

(21)

Òóò ó íàñ ϕij = ϕi,j − ϕiϕj , ∆1ϕ = gijϕiϕj òà ∆2ϕ = gijϕi,j . Ç óðàõóâàííÿì

(21), âèðàç äëÿ äåôîðìàöi¨ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó (20) çàïèøåìî òàê:

T ij − Tij = −(n− 2)(ϕij −∆2ϕgij −
(n− 3)∆1ϕ

2
gij). (22)

Â íàøîìó âèïàäêó, âíàñëiäîê (13) òà (17)

ϕij =
1

n−2 (J
α
β,αjJ

β
i + Jαβ,αJ

β
i,j − 1

n−2J
α
β,αJ

β
i J

γ
δ,γJ

δ
j );

∆1ϕ = 1
(n−2)2 J

αβ
,αJ

γ
β,γ ;

∆2ϕ = 1
n−2 (J

α
β,αγJ

βγ + Jαβ,αJ
βγ
,γ) =

1
n−2 (J

α
β,αγJ

βγ − Jαβ,αJ
γβ
,γ).

(23)

Ïiäñòàâëÿ÷è (23) ó (22), îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íî:
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T ij − Tij =
1

n− 2
Jαβ,αJ

β
i J

γ
δ,γJ

δ
j + Jαβ,αγJ

βγgij − Jαβ,αjJ
β
i − J

α
β,αJ

β
i,j−

− n− 1

2(n− 2)
Jαβ,αJ

γ
β,γgij .

(24)

Çâiäñè âèïëèâà¹

Òåîðåìà 2 Ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi åðìiòîâîãî ïðîñòîðó {Vn, J, g}
íà êåëåðîâèé ïðîñòið {V n, J, g = e2ϕg}, n > 2 äåôîðìàöiÿ òåíçîðó åíåðãi¨-

iìïóëüñó çàëåæèòü âèêëþ÷íî âiä ìåòðèêè ïðîñòîðó {Vn, J, g} òà êîì-

ïëåêñíî¨ ñòðóêòóðè. ßêùî ó åðìiòîâîìó ïðîñòîði {Vn, J, g} âiðíîþ ¹ ðiâ-

íiñòü:

1

n− 2
Jαβ,αJ

β
i J

γ
δ,γJ

δ
j+J

α
β,αγJ

βγgij−Jαβ,αjJ
β
i −J

α
β,αJ

β
i,j−−

n− 1

2(n− 2)
Jαβ,αJ

γ
β,γgij = 0,

òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi íà êåëåðîâèé ïðî-

ñòið áóäå iíâàðiàíòíèì.

4 Òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó íà ìíîãîâèäi Õîïôà

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî îäèí ïðèêëàä êîíôîðìíî-êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ. Ñïî-

÷àòêó äàìî

Îçíà÷åííÿ 5 Ëîêàëüíî-êîíôîðìíèé ìíîãîâèä {Vn, J, g} íàçèâàþòü óçà-

ãàëüíåíèì ìíîãîâèäîì Õîïôà(àáî ìíîãîâèäîì Âàéñìàíà), ÿêùî éîãî ôîðìà

Ëi ¹ êîâàðiàíòíî ñòàëîþ â ðiìàíîâié çâ'ÿçíîñòi[9]:

ϕi,j =
1

n− 2
(Jαβ,αjJ

β
i + Jαβ,αJ

β
i,j) = 0. (25)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíîãî ìíîãî-

âèäó Õîïôà íà êåëåðîâèé ïðîñòið, äåôîðìàöiÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó (22)

ìàòèìå âèãëÿä:

T ij − Tij = (n− 2)(ϕiϕj +
(n− 3)∆1ϕ

2
gij) =

1

n− 2
(Jαβ,αJ

β
i J

γ
δ,γJ

δ
j+

+
(n− 3)Jαβ,αJ

γ
β,γ

2
gij),

(26)

âèõîäÿ÷è ç (25). Îòæå, óìîâîþ iíâàðiàíòíîñòi òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè

âiäîáðàæåííi ¹:

ϕiϕj +
(n− 3)∆1ϕ

2
gij = 0. (27)

Îñêiëüêè ìåòðè÷íèé òåíçîð gij ¹ íåâèðîäæåíèì, ðiâíiñòü (26) ìîæëèâà ëèøå

çà óìîâè ϕi = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹
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Òåîðåìà 3 Ïðè íåòðèâiàëüíîìó êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi óçàãàëüíåíî-

ãî ìíîãîâèäó Õîïôà (n = 2m > 2) íà êåëåðîâèé ïðîñòið, òåíçîð åíåðãi¨-

iìïóëüñó íå ìîæå áóòè iíâàðiàíòíèì.
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Let {Vn, J, g} be a Hermitian space of complex dimension m = n
2 , where J

denotes its complex structure, and g its Hermitian metric. Metric g is conformal

K�ahler metric, if g is conformal to some K�ahlerian metric g in each point

{Vn, J, g}. The paper deals with the problem of mapping which transforms

conformally Hermitian space {Vn, J, g} into K�ahler space {V n, J, g}. We have

found conditions to be satis�ed when conformal transformation is to admit

preserving the stress-energy tensor.
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Î ïîðÿäêå ãðóïïû Ëè äâèæåíèé âòîðîé ñòåïå-
íè â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå âòîðîãî ïðèáëè-
æåíèÿ

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Ïîêàñü

Àííîòàöèÿ Â äàííîé ñòàòüå îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê r̃

ãðóïïû Ëè äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè â ïðîñòðàíñòâå Ṽ 2
n , êîòîðîå ðåàëèçóåò

ïðèáëèæåíèå äëÿ Vn è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ñ ïîðÿäêîì r ãðóïïû Ëè

äâèæåíèé èñõîäíîãî Vn

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ãðóïïà Ëè, äâèæåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè

ÓÄÊ 514.16.8

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn, îòíåñ¼ííîå ê ïðîèçâîëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò xh. Â îêðåñòíîñòè ëþáîé åãî ôèêñèðîâàííîé òî÷êèM0(x
h
0 )

ñòðîèì ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2
n , ðåàëèçóþùåå ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

Vn, ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g̃ij(y) ([3]):

g̃ij(y) = gij
◦

+
1

3
Ril1l2j
◦

yl1yl2 , (1)

ãäå gij
◦

= gij(M0), Ril1l2j
◦

= Ril1l2j(M0).

Èçâåñòíî ([3]), ÷òî Ṽ 2
n äîïóñêàåò âåêòîð Êèëëèíãà âòîðîé ñòåïåíè âèäà

ξ̃h(y) = ah. + ah.ly
l + ah.l1l2y

l1yl2 (2)

òîãäà è òîëüêî, êîãäà

ah.l1l2y
l1yl2 =

1

3
aα. R

h
.l1l2α
◦

yl1yl2 (3)

aα.(i gj)α
◦

= 0 (4)
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aα
.(iRj
◦

)(l1l2)α
+ aα

.(l1Rl2
◦

)(ij)α
= 0 (5)

aα.

(
Rα(l1l2)β
◦

Rβ.(ij)l3
◦

+Rα(l2l3β)
◦

Rβ.(ij)l1
◦

+Rα(l3l1)β
◦

Rβ.(ij)l2
◦

)
= 0 (6)

Ïóñòü Ṽ 2
n äîïóñêàåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî r̃ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áåñêîíå÷íî ìàëûõ äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè ñ

âåêòîðàìè ñìåùåíèé âèäà (2):

ξ̃hpl = ah

p
+ ah.l
p
yl +

1

3
aα.
p

Rh.l1l2α
◦

yl1yl2 ,

(p = 1, 2, . . . , r̃)

(7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η̃hpq êîìïîíåíòû êîììóòàòîðà [ỹp, ỹq], òîãäà ([4],[5])

η̃hpq = ξ̃αpl
∂ξ̃hql
∂yl
− ξ̃αql

∂ξ̃hpl
∂yl

Â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèì (7) è, ïðèíèìàíèÿ âî âíèìàíèå óðàâ-

íåíèå (6), ïîëó÷àåì:

η̃hpq = ( aα

p
ah.α
q
− aα
q

ah.α
p

) + aα

p
aβ

q
Rh.lαβ
◦

yl+

+
1

3

[
( aα.l1
p

aβ

q
− aα.l1
q

aβ

p
)Rh.(αl2)β
◦

+( ah.α
q

aβ

p
− ah.α
p

aβ.
q
)Rα.l1l2β
◦

]
yl1yl2

(8)

Ñîîòíîøåíèå (8) ñâèäåòåëüñòâóåò î ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû:

Òåîðåìà 1 Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2
n , äîïóñêàþùåå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

r̃ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè, äîïóñêàåò r̃-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè

äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè.

Ïîðÿäîê r̃ ãðóïïû Ëè äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè â ïðîñòðàíñòâå Ṽ 2
n îïðå-

äåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ ah. è a
h
.l. Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïîðÿäêà r̃ óðàâíåíèÿ (4)-(6) áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ah. è ah.l ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäíûì ïðîñòðàíñòâîì Vn. Èç (4)-

(6) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ah.i èìååòñÿ íå áîëåå n(n−1)
2 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ

à ñðåäè ai - íå áîëåå ÷åì n. ×åðåç q1 îáîçíà÷èì ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (5)

îòíîñèòåëüíî ah.k:

q1 = rang‖Rα.(l1l2)(iδ
β
j )

◦
+Rα.(ij)(l1δ

β
l2 )

◦
‖;
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÷åðåç q2 îáîçíà÷èì ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (6) îòíîñèòåëüíî ah. :

q2 = rang‖Rα(l1l2)βR
β
.(ij)l3

+Rα(l2l3)βR
β
.(ij)l1

+Rα(l3l1)βR
β
.(ij)l2

‖

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ëåììà.

Ëåììà 1 Ïîðÿäîê r̃ ãðóïïû Ëè äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè â ïðîñòðàíñòâå

Ṽ 2
n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

r̃ ≤ n(n+ 1)

2
− (q1 + q2)

Ïóñòü èñõîäíîå Vn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïåðâîé ëàêóíàðíîñòè

(ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé êðèâèçíû) â òåðìèíîëîãèè È.Ï.

Åãîðîâà([1]). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî óðàâíå-

íèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáûõ ah.k. óäîâëåòâîðÿþùèõ (4).

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî q2 = n, ïîýòîìó ah. = 0. Òîãäà èç (2) âèäèì, ÷òî

ξ̃h(y) = ah.ly
l,

ò.å. ìû ïðèõîäèì ê ãðóïïå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äâèæåíèé

y′h =

[
δhl +

∞∑
p=1

tpa
(p)h
.l

p!

]
yl,

ãäå a
(p)h
.l = a

(p−1)h
.α aα.l (p = 2, 3, . . .)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿäû

∞∑
p=1

tpa
(p)h
.l

p!
ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî äëÿ t,

èçìåíÿþùåìñÿ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ââåä¼ì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

max
{
|ah.lt|

}
=
c

n
(c = const)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|a(2)hl t2| ≤ |ah.1t| · |a1.lt|+ |ah.2t| · |a2.lt|+ . . .+ |ah.nt| · |an.lt| ≤ c2

n

|a(3)h.l t3| ≤ c3

n

· · ·

|a(p)h.l tp| ≤ cp

n ,

(p = 4, 5, . . .)

(9)
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Ïîýòîìó ðÿäû

∞∑
p=1

tpa
(p)h
.l

p!
, ìàæîðèðóþùèåñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìÿ ÷èñëî-

âûì ðÿäîì

∞∑
p=1

cp

p!
= ep, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî äëÿ t, èçìåíÿþ-

ùåìñÿ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

Ïîðÿäîê r̃ äàííîé ãðóïïû ðàâåí

r̃ =
n(n− 1)

2

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ([2]), ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2
n ÿâëÿåòñÿ ñóá-

ïðîåêòèâíûì. Ò.î. äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïåðâîé ëàêó-

íàðíîñòè â îêðåñòíîñòè äàííîé åãî òî÷êè M0, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

âòîðîé ëàêóíàðíîñòè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè.

Ïóñòü èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî Vn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âòîðîé ëàêó-

íàðíîñòè - ñóáïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíîãî ñëó÷àÿ íåíóëåâîé ñêà-

ëÿðíîé êðèâèçíû:

Rij = ρgij + eλiλj

e = ±1, λαλ
α 6= 0

(10)

Óðàâíåíèÿ (6) òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, ïðè÷¼ì

ai = cλi (c = const), (11)

à óðàâíåíèå (5) íà îñíîâàíèè (10) è (11) ïðèíèìàþò âèä:

aα.iλα = 0 (12)

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ai èìååòñÿ (n−1) çàâèñèìûå êîìïîíåíòû, à èç

(12) - êîëè÷åñòâî çàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñðåäè ah.k ðàâíî (n−1). Ò.î. äîêàçàíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Màêñèìàëüíûé ïîðÿäîê r̃ ãðóïïû Ëè äâèæåíèé âòîðîé ñòåïå-

íè â ïðîñòðàíñòâå Ṽ 2
n , ðåàëèçóþùåãî ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

ñóáïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà îñíîâíîãî ñëó÷àÿ íåíóëåâîé ñêàëÿðíîé êðè-

âèçíû, ðàâåí

r̃ =
(n− 1)(n− 2)

2
+ 1

Ñëåäñòâèå 1 Ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà

Vn âòîðîé ëàêóíàðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òðåòüåé ëàêóíàðíîñòè

îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé âòîðîé ñòåïåíè.
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Äâà ìíîãîìåðíûõ àíàëîãà òðåóãîëüíîé ñàëôåò-
êè Ñåðïèíñêîãî I òèïà

Þ. Ñ. Ðåçíèêîâà

Àííîòàöèÿ Ðàññìîòðåíû äâà êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâà,

íàçâàííûå êàðêàñîì Ñåðïèíñêîãî I òèïà è ïëàñòèí÷àòûì ñèìïëåêñîì I

òèïà. Â âåêòîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè òðè è âû-

øå äàííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè àíàëîãàìè òðåóãîëüíîé

ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ

âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû è îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê óêà-

çàííûõ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ â âåêòîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Êîíñòðóêòèâíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî · Îäíîðîäíîå
ñàìîïîäîáíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî · Íåîäíîðîäíîå ñàìîïîäîáíîå ôðàê-
òàëüíîå ìíîæåñòâî · Êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà · Ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I

òèïà · Ñðåäèííî-óñå÷åííûé ñèìïëåêñ · Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü · Ìåðà

Õàóñäîðôà · Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à · Ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî

1 Ââåäåíèå

Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîãî ðàçâèòèÿ ôðàêòàëü-

íîé ãåîìåòðèè âèäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå êîíñòðóêòèâíûì ôðàê-

òàëüíûì ìíîæåñòâàì â âåêòîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëü-

íîé ðàçìåðíîñòè.
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Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïîäîáíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â äâóìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èçó÷åííûìè1 [3,7,10,11,12,

17,19,20], êîíñòðóêòèâíûå ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà â âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è âûøå îñòàþòñÿ íà ñåãîäíÿ âíå ïîëÿ çðåíèÿ

ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè ôðàêòàëîâ è ñìåæíûõ äèñöèïëèí.

Ìàòåðèàëàìè ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå äâà ìíî-

ãîìåðíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâà, à èìåííî êàðêàñ Ñåð-

ïèíñêîãî I òèïà2 è ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà. Â âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå äàííûå ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíî-

ãîìåðíûå àíàëîãè òàêîãî êîíñòðóêòèâíîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà, êàê

òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïåðâîå

èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôðàêòàëüíîé ëèíèåé,

âòîðîå � ôðàêòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû è

îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà è ïëàñòèí÷àòîãî ñèì-

ïëåêñà I òèïà â âåêòîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà, îñòàíîâèìñÿ íà

íåêîòîðûõ îáùèõ ïîíÿòèÿõ òåîðèè ôðàêòàëîâ.

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM , à òàêæå ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî

íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ K(M).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ñåìåéñòâî ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

f1, f2, ...., fk èç M â ñåáÿ. Ïóñòü E � êîìïàêòíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå F : K(M) −→ K(M) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (E) = f1(E) ∪ f2(E) ∪ .... ∪ fk(E). (1.1)

Îïðåäåëåíèå 1.1 ([9]) Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî E ⊂ M , îáëà-

äàþùåå ñâîéñòâîì F (E) = E, ãäå F (E) � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå (1.1),

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå F : K(M) −→ K(M) èíà÷å:

F (E) = f1(E) ∪ f2(E) ∪ .... ∪ fk(E) ∪ Y, (1.2)

ãäå Y � ôèêñèðîâàííîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â M .

1 Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä ðàáîò, ñîäåðæàùèõ îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðûõ êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ â òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
2 Íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå î÷åâèä-

íûé èç âîçìîæíûõ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà è
ÿâëÿåòñÿ íà ñåãîäíÿ èçâåñòíûì [9], ïîäðîáíîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîãî ìíîæåñòâà àâòîðó
íå âñòðå÷àëîñü.
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Îïðåäåëåíèå 1.2 ([9]) Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî E ⊂ M , îáëà-

äàþùåå ñâîéñòâîì F (E) = E, ãäå F (E) � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå (1.2),

íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.3 ([15]) ×èñëî α0 = α0(E), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

α0(E) = sup{α : Hα(E) 6= 0} = inf{α : Hα(E) = 0},

ãäå Hα(E) � α−ìåðà Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà E, íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ

Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæåñòâà E.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à [15]:

1. Åñëè E1 è E2 � ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíû, òî α0(E1) = α0(E2).

2. α0(E) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà E.

3. α0(E1) ≤ α0(E2), åñëè E1 ⊆ E2.

4. α0(
⋃
nEn) = sup{α0(En)}.

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî {M,ρ}. Ââåäåì îáùèå ïîíÿòèÿ

êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ, ñàìîïîäîáíîãî ìíîæåñòâà è ñàìîïîäîáíîé ðàçìåð-

íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.4 ([15]) Ìíîæåñòâî F ⊂ M íàçûâàåòñÿ ïîäîáíûì ìíî-

æåñòâó E ⊂ M ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ k > 0, åñëè ñóùåñòâóåò îòîá-

ðàæåíèå g : E −→ F òàêîå, ÷òî ∀x1, x2 ∈ E:

ρ(g(x1), g(x2))

ρ(x1, x2)
= k. (1.3)

Îïðåäåëåíèå 1.5 ([15]) Íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E ìåòðè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà {M,ρ} íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíûì (ÑÏ�ìíîæåñòâîì),

åñëè 
E =

⋃n
i=1Ei, n > 1,

Ei
ki∼ E, i = 1, n,

α0(Ei
⋂
Ej) < α0(E),∀i 6= j,

ò.å. ìíîæåñòâî E ñàìîïîäîáíîå, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êî-

íå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Ei, ãåîìåò-

ðè÷åñêè ïîäîáíûõ E (â îáùåì ñëó÷àå êàæäîå ñî ñâîèì êîýôôèöèåíòîì ïî-

äîáèÿ ki), ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèç-

âîëüíûõ äâóõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ñàìîãî ìíî-

æåñòâà E.
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Îïðåäåëåíèå 1.6 ([15]) Íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî αs, ÿâëÿþùååñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ
n∑
i=1

kxi = 1,

íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ðàçìåðíîñòüþ (ÑÏ�ðàçìåðíîñòüþ) ìíîæåñòâà

E.

Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèÿ (1.1) è (1.2) ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé îïðå-

äåëåíèé (1.4), (1.5).

Îïðåäåëåíèå 1.7 Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî E ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà {M,ρ} íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì

ìíîæåñòâîì, åñëè {
E =

⋃n
i=1Ei, n > 1,

Ei
ki∼ E, 0 < ki < 1, i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 1.8 Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî E ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà {M,ρ} íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëü-

íûì ìíîæåñòâîì, åñëèE =
(⋃n

i=1Ei

)⋃
Y, n > 1,

Ei
ki∼ E, , 0 < ki < 1, i = 1, n,

ãäå Y � ôèêñèðîâàííîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â {M,ρ}.

Òåîðåìà 1.1 ([15]) Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îäíîðîäíîãî ñàìî-

ïîäîáíîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî ÑÏ�ðàçìåðíîñòüþ:

α0(E) = αs(E).

Òàêæå â ðàáîòå èñïîëüçîâàíà êëàññèôèêàöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ïðèíàä-

ëåæíîñòü ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ ê îïðåäåëåííûì êëàññàì â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à [14,15], ïðèìåíèòåëüíî ê

ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâàì â ñìûñëå îïðåäåëåíèé (1.7), (1.8).

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ôðàêòàëîì â øèðîêîì ñìûñëå íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-

íîå èëè íåîäíîðîäíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à êîòîðîãî ñòðîãî áîëüøå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïîñëåä-

íåãî.

Îïðåäåëåíèå 1.10 Ôðàêòàëîì â óçêîì ñìûñëå íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-

íîå èëè íåîäíîðîäíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à êîòîðîãî ïðèíèìàåò äðîáíîå çíà÷åíèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.11 Öåëîôðàêòàëîì íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå èëè íåîäíî-

ðîäíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êî-

òîðîãî ïðèíèìàåò öåëîå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.12 Êâàçèôðàêòàëîì íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå èëè íåîäíî-

ðîäíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êî-

òîðîãî ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 1.13 Ãèïåðôðàêòàëîì íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå èëè íåîäíî-

ðîäíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êî-

òîðîãî íà åäèíèöó ìåíüøå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ ìíîãîìåðíûõ àíàëî-

ãîâ òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà ïðåäïîëàãàþò îáðàùåíèå ê

òàêèì ìíîãîãðàííèêàì êàê ñðåäèííî-óñå÷åííûå ñèìïëåêñû, ââåäåì ñëåäóþ-

ùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.14 ([16]) n−ìåðíûì ñðåäèííî-óñå÷åííûì ñèìïëåêñîì

(mtSimp
n), n ≥ 2, íàçûâàåòñÿ n−ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé ñîáîé âûïóêëóþ îáîëî÷êó C2
n+1 òî÷åê (âåðøèí ñðåäèííî-óñå÷åííîãî

ñèìïëåêñà), ÿâëÿþùèõñÿ ñåðåäèíàìè 1−ãðàíåé ïðîèçâîëüíîãî n−ìåðíîãî
ñèìïëåêñà.

Àâòîðîì áûëè èññëåäîâàíû âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà è îñ-

íîâíûå õàðàêòåðèñòèêè äàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ [16], ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâè-

ëàñü, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2 ([16]) n−ìåðíûé ñðåäèííî-óñå÷åííûé ñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, (n − 1)−ãðàíè êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû ðàâíûì

êîëè÷åñòâîì ìíîãîãðàííèêîâ äâóõ òèïîâ, à èìåííî:

� ñèìïëåêñàìè;

� ñðåäèííî-óñå÷åííûìè ñèìïëåêñàìè.

Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî i−ãðàíåé, i = 0, n− 1, n−ìåðíîãî ñðåäèííî-

óñå÷åííîãî ñèìïëåêñà ðàâíî:


Ni(mtSimp

n) = (n− i+ 1) · Cn−in+1, i = 2, n− 1,

N1(mtSimp
n) = (n− 1) · Cn−1n+1 ,

N0(mtSimp
n) = Cn−1n+1 .
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2 Òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà. Îñíîâíûå ïîäõîäû,

èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ

Êàê èçâåñòíî [3,7,10,11,12,17,19,20], òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I

òèïà msSCar
(2) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê êîíñòðóêòèâíîå ôðàêòàëüíîå

ìíîæåñòâî â äâóìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì

ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèé.

Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î äàííîì ôðàêòàëüíîì ìíîæåñòâå äàåò

Ðèñ. 2.1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà ôèãóðà, ïîëó÷åííàÿ íà òðåòüåì ýòàïå ïî-

ñòðîåíèÿ.

Ðèñ. 2.1 Òðåòèé ýòàï ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà

Òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà îáëàäàåò ñëåäóþùèì, îòìå-

÷åííûì ïðîôèëüíûìè ñïåöèàëèñòàìè, ñâîéñòâîì [17]: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â

êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíèÿ âûñòóïàåò çàïîëíåííûé òðå-

óãîëüíèê, à ñàìî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñ-

êëþ÷åíèé, ïëîùàäü ïîñëåäíåãî ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ñóììà ïëîùàäåé èñ-

êëþ÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà ïëîùàäè èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðî-

åíèÿ. Îäíîâðåìåííî, äëèíà ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà áåñ-

êîíå÷íà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò ÿâ-

ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèì ñîáîé îáúåäèíåíèå òðåõ êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíûõ öåëîìó íåïåðå-

êðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2:

msSCar
(2) =

3⋃
i=1

Ei, Ei
1/2∼ msSCar

(2).

Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü îäíîðîä-

íîå ñàìîïîäîáíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.7).
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Ïðåäñòàâëåííîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü

êàê îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ñì. íàïðèìåð, [1]):

• íèãäå íå ïëîòíîé íà ïëîñêîñòè, ïðè ýòîì ïëîòíîé â ñåáå, áåñêîíå÷íî-

çâåííîé ëîìàíîé L � ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ ïðîìåæó-

òî÷íûõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ, âêëþ÷àÿ èçíà÷àëüíûé òðåóãîëüíèê ïîñòðîåíèÿ;

• íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà óêàçàííîé áåñêîíå÷íî-

çâåííîé ëîìàíîé L.

Òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü íèãäå íå ïëîòíîå íà ïëîñ-

êîñòè ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî åñòü òî÷êîé êîíäåí-

ñàöèè äàííîãî ìíîæåñòâà, èìåþùåå ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü ôðàêòàë â óçêîì ñìûñëå,

ò. å. åå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïðèíèìàåò äðîáíîå çíà÷åíèå, à

èìåííî: α0(msSCar
(2)) = log2 3.

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíàÿ ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî I òèïà ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð-

íûì êîíòèíóóìîì, òî, ñëåäóÿ [13,18], ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå

ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî åñòü ïëîñêîñòíàÿ ôðàêòàëüíàÿ ëèíèÿ (â ñìûñëå

Óðûñîíà).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ñîáñòâåííî ê ìíîãîìåðíûì àíàëîãàì òðåóãîëüíîé

ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà, îñòàíîâèìñÿ íà îñíîâíûõ èñïîëüçóåìûõ ïîä-

õîäàõ ê èõ îòûñêàíèþ.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ìîæåò

âîñïðèíèìàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ôðàêòàëüíûé îáúåêò áåç ïðèâÿçêè íåïîñðåäñòâåííî ê íåêîé ïðîöåäóðå ïî-

ñòðîåíèÿ, ò. å. êàê îãðàíè÷åííîå ñàìîïîäîáíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå òðåõ êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíûõ öåëî-

ìó íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äàííîå ìíîæåñòâî ìîæåò âîñïðèíèìàòüñÿ

• êàê ðåçóëüòàò îïðåäåëåííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ, à èìåííî ñ÷åòíîé

ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé âíóòðåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåãî

êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èçëîæåííûå ïîäõîäû îáóñëàâëèâàþò ïðèíöèïè-

àëüíûå ðàçëè÷èÿ íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ âèäåíèÿ èçíà÷àëüíîãî ôðàê-

òàëüíîãî îáúåêòà, íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòè ìíî-

ãîìåðíûõ àíàëîãîâ. Òàê, îäèí èç ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ, íàçâàííûé êàðêà-

ñîì Ñåðïèíñêîãî I òèïà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàëüíóþ ëèíèþ, äðóãîé
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æå, íàçâàííûé ïëàñòèí÷àòûì ñèìïëåêñîì I òèïà, � ôðàêòàëüíóþ ïîâåðõ-

íîñòü.

Èòàê, èìååì ñëåäóþùèå ìíîãîìåðíûå àíàëîãè òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè

Ñåðïèíñêîãî I òèïà (â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíèÿ âû-

ñòóïàåò ìíîãîìåðíûé çàïîëíåííûé ñèìïëåêñ).

Êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà (ìíîãîìåðíûé àíàëîã òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè

Ñåðïèíñêîãî I òèïà ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôðàêòàëüíîãî

ìíîæåñòâà). Äàííûé àíàëîã ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êîíñòðóêòèâíîãî ïðîöåñ-

ñà, ïðèâîäÿùåãî ê îáðàçîâàíèþ îãðàíè÷åííîãî ñàìîïîäîáíîãî ôðàêòàëüíî-

ãî ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îáúåäèíåíèå (n + 1) êîíãðóýíòíûõ

è ïîäîáíûõ öåëîìó íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ

1/2.

È, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàëüíóþ ëèíèþ.

Ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà (ìíîãîìåðíûé àíàëîã òðåóãîëüíîé ñàëôåò-

êè Ñåðïèíñêîãî I òèïà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíîãî

ìíîæåñòâà). Äàííûé àíàëîã ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé âíóòðåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëè÷åñòâà

ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ (öåíòðàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ) ïðîìåæó-

òî÷íûõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ.

È, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü.

3 Ìíîãîìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà (ôðàêòàëüíàÿ ëèíèÿ)

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî {V n(<), ρ}, n ≥ 2, ãäå ρ �

ôèêñèðîâàííàÿ ìåòðèêà, ñîõðàíÿþùàÿ êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k, îïðåäåëÿ-

åìûé âûðàæåíèåì (1.3)3.

Ïîñêîëüêó êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì

àíàëîãîì òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà, îïðåäåëèì îáùèé êîíñòðóê-

òèâíûé ïðîöåññ äëÿ ñëó÷àÿ n ≥ 2, ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ óêàçàííûõ

ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî îáúåêòà êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà,

n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðèíöèïàìè, èçëîæåííûìè íèæå.

3 Â êîíòåêñòå ïðåäëîæåííîé ðàáîòû â êà÷åñòâå ìåòðèêè èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ,
ñîõðàíÿþùàÿ êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ. Ýòî ìîæåò áûòü êàê ïðè-
âû÷íàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà, òàê è èíûå, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìàÿ σ−ìåòðèêà [5], îáëà-
äàþùàÿ óêàçàííûì ñâîéñòâîì.
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Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ. Ðàçîáüåì ïðîèçâîëüíûé n−ìåðíûé çàïîëíåííûé
ñèìïëåêñ (n−1)−ìåðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñåðåäèíû
åãî ðåáåð ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì. Ïðè ýòîì îáðàçóþòñÿ (n+ 1) çàïîëíåí-

íûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ îêîëî âåðøèí èñõîäíîãî (äàëåå � ïðèâåðøèí-

íûå ñèìïëåêñû), à òàêæå öåíòðàëüíûé çàïîëíåííûé n−ìåðíûé ñðåäèííî-

óñå÷åííûé ñèìïëåêñ mtSimp
n.

Èñêëþ÷èì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

âíóòðåííîñòü öåíòðàëüíîãî çàïîëíåííîãî n−ìåðíîãî ñðåäèííî-

óñå÷åííîãî ñèìïëåêñà mtSimp
n;

âíóòðåííîñòè (n+ 1) (n− 1)−ìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ

ñèìïëåêñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç òèïîâ (n−1)−ãðàíåé öåíòðàëü-

íîãî ìíîãîãðàííèêà mtSimp
n;

âíóòðåííîñòè C2
n+1 (n − 2)−ìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ

ñèìïëåêñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç òèïîâ (n−2)−ãðàíåé öåíòðàëü-

íîãî ìíîãîãðàííèêà mtSimp
n;

. . . . . . . . . . . . . .

âíóòðåííîñòè Cn−2n+1 äâóìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèì-

ïëåêñîâ (òðåóãîëüíèêîâ), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç òèïîâ 2−ãðàíåé
öåíòðàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà mtSimp

n.

Äàëåå ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñ (n + 1) îñòàâøèìèñÿ çàïîë-

íåííûìè ïðèâåðøèííûìè ñèìïëåêñàìè. Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíóþ îïåðàöèþ

áåñêîíå÷íî, ïîñëå ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà èñêëþ÷åíèé ïîëó÷èì èñêîìîå ôðàê-

òàëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.1 n−ìåðíûì êàðêàñîì Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2, íàçû-

âàåòñÿ ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì ñ÷åòíîé ïðî-

öåäóðû èñêëþ÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûìè ïðèíöèïàìè.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå óêàçàííîé ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû íà êàæäîì l−ì,
l ≥ 1, ýòàïå èñêëþ÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå

âíóòðåííîñòåé:

(n+ 1)l−1 n−ìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ,

(n + 1)l−1 · C1
n+1 (n − 1)−ìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ

ñèìïëåêñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç òèïîâ ñòàðøèõ (n− 1)−ãðàíåé
(n+ 1)l−1 n−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n+1)l−1 ·Cn−2n+1 äâóìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ

(òðåóãîëüíèêîâ), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç òèïîâ 2−ãðàíåé (n+ 1)l−1

n−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ,



Ìíîãîìåðíûå àíàëîãè òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà 41

ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2l−1 (l ≥ 2) îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ýòàïà

ïîñòðîåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíîé ñàëôåòêå Ñåðïèíñêîãî I òèïà â

åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî

I òèïà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñòàðøèé îáúåì ðàññìàòðèâàåìîãî

ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà ðàâåí íóëþ, îäíîâðåìåííî, äëèíà áåñêîíå÷íà (ñì.

Ïðèëîæåíèå).

Ñâîéñòâî 3.1 Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû n−ìåðíûé
êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîïîäîáíûì

ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îáúåäèíåíèå (n + 1)

êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíûõ öåëîìó íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöè-

åíòîì ïîäîáèÿ 1/2:

msSCar
(n) =

n+1⋃
i=1

Ei, Ei
1/2∼ ms SCar

(n).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü îäíîðîäíîå

ñàìîïîäîáíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.7).

Ñ öåëüþ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû ìíîãîìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà êàê êîíñòðóêòèâíîãî îáú-

åêòà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêèìè ïîäõîäàìè, â öåëîì àíàëîãè÷íûìè

èçëîæåííûì â [1] ïðèìåíèòåëüíî ê ñîâåðøåííîìó ìíîæåñòâó Êàíòîðà.

n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèé, îñíîâíûå ïðèíöèïû êîòîðîé èçëîæåíû âû-

øå. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óáûâàþùèõ ïðåä-

ôðàêòàëîâ:

Πn
1 ⊃ Πn

2 ⊃ ....Πn
l ....,

ïðè÷åì ïðåäôðàêòàë l−ãî ïîêîëåíèÿ Πn
l ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå

(n + 1)l çàïîëíåííûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ρ−äëèíû ðåáåð êîòîðûõ ðàâ-

íû 1/2l (â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàïîëíåííûé n−ìåðíûé ñèìïëåêñ, ρ−äëèíû ðåáåð êîòîðîãî ðàâíû åäèíè-

öå).

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, èçëîæåííîìó â [1], ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

ñîñòàâëÿþùèõ çàïîëíåííûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïîâ

ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Èñõîäÿ èç ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé çàïîëíåííûé

n−ìåðíûé ñèìïëåêñ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîñòàâëÿþùèì ïðåäôðàêòàëà l−ãî ïîêî-
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ëåíèÿ, èìååò âèä:

∆
i
(1)
1 i

(1)
2 ....i

(1)
l /i

(2)
1 i

(2)
2 ....i

(2)
l /..../i

(n)
1 i

(n)
2 ....i

(n)
l

, (3.1)

ïðè÷åì i
(1)
1 , ...., i

(1)
l , . . . . , i

(n)
1 , ...., i

(n)
l ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 4.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî, n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2,

ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

msSCar
(n) =

∞⋂
l=1

Πn
l . (3.2)

Óòâåðæäåíèå 3.1 ∀n ≥ 2 ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à n−ìåðíîãî
êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà ðàâíà: α0(msSCar

(n)) = log2(n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî êàê

ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ïðåäôðàêòàëîâ) (3.2). Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ðàç-

ìåðíîñòü Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ÑÏ�ìíîæåñòâ,

êàêîâûì è ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî msSCar
(n), ñîâïàäàåò ñ ÑÏ�

ðàçìåðíîñòüþ (Òåîðåìà 1.1), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå èñêîìîé ðàç-

ìåðíîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à â âåêòîðíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

{V n(<), ρ}: α0(msSCar
(n)) = αs(msSCar

(n)) = log2(n+ 1).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ñ÷åòíûì êàðêàñîì ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà

msSCar
(n) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ ðåáðàì ñîñòàâëÿþùèõ

ñèìïëåêñîâ ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè ïðåäôðàêòàëîâ è èçíà÷àëüíîãî ñèìïëåê-

ñà ïîñòðîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ïûëåâèäíûì ïîäìíîæåñòâîì ôðàêòàëüíîãî ìíîæå-

ñòâà msSCar
(n) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L̄, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà, íå ëåæàùèõ íà ñ÷åòíîì êàðêàñå L.

Óòâåðæäåíèå 3.2 n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ: ñ÷åòíîãî

êàðêàñà L è ïûëåâèäíîãî ïîäìíîæåñòâà L̄.

4 Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ i
(1)
1 , ...., i

(1)
l , . . . . , i

(n)
1 , ...., i

(n)
l

ïðåäñòàâëåíû íå âñåìè âîçìîæíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñîñòàâëåííûìè èç íóëåé è
åäèíèö, íî ëèøü ñîîòâåòñòâóþùèìè íåïîñðåäñòâåííî ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíî-
ãî ìíîæåñòâà msSCar(n), n ≥ 2.
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Óòâåðæäåíèå 3.3 Ìíîæåñòâî L îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: dim L = α0(L) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷-

íîçâåííóþ ëîìàíóþ � ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ Li, i = 1,∞, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ðåáðàìè ñîñòàâëÿþùèõ ñèìïëåêñîâ ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè ïðåä-

ôðàêòàëîâ è èçíà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà ïîñòðîåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, dimL =

supi(dimLi) = 1. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à ñîñòàâëÿ-

þùèõ îòðåçêîâ ñîâïàäàþò ñ òîïîëîãè÷åñêèìè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæ-

äåñòâî: α0(L) = supi(α0(Li)) = 1.

Óòâåðæäåíèå 3.4 Ìíîæåñòâî L̄ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) dim L̄ = 0.

2) α0(L̄) = log2(n+ 1).

3) Ìíîæåñòâî L̄ íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî 1) Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäàìè ìîíîãðàôèè [6]. Ìíîæåñòâî

L̄ íóëüìåðíî, ïîñêîëüêó êàæäàÿ åãî òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â ïðîèçâîëüíî ìà-

ëûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñàõ, ðåáðàìè êîòîðûõ ñëóæàò ñîñòàâëÿþùèå îòðåç-

êè ñ÷åòíîãî êàðêàñà L. Ïðè ýòîì ïåðåñå÷åíèå (n − 1)−ìåðíûõ ãðàíèö óêà-

çàííûõ ñèìïëåêñîâ è ðàññìàòðèâàåìîãî íåñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà L̄ ïóñòî.

2) Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êàðêàñà Ñåðïèíñêî-

ãî I òèïà ðàâíà log2(n + 1) è ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëü-

íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíî-

ãî êàðêàñà L, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êîòîðîãî ðàâíà åäè-

íèöå, è ïûëåâèäíîãî ïîäìíîæåñòâà L̄, òî, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

α0(msSCar
(n)) = max(α0(L);α0(L̄)) = log2(n + 1), î÷åâèäíî, ÷òî α0(L̄) =

log2(n+ 1).

3) Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïûëåâèä-

íîå ïîäìíîæåñòâî L̄ ñ÷åòíî, è, ñëåäîâàòåëüíî åãî ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à ðàâíà íóëþ. Òîãäà ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êàðêàñà

Ñåðïèíñêîãî I òèïà êàê îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

L è L̄ ðàâíà åäèíèöå, ÷òî, â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ (3.1) íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì

ðàññìàòðèâàåìîå ïîäìíîæåñòâî L̄ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà.

Ñâîéñòâî 3.2 n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, n ≥ 2, ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ:
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• íèãäå íå ïëîòíîãî â V n(<), ïðè ýòîì ïëîòíîãî â ñåáå ñ÷åòíîãî êàð-

êàñà L (áåñêîíå÷íîçâåííîé ëîìàíîé);

• íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê L̄, íå ëåæàùèõ íà óêàçàííîé áåñêîíå÷-

íîçâåííîé ëîìàíîé L (ïûëåâèäíîå ïîäìíîæåñòâî).

Ñâîéñòâî 3.3 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêî-
ãî I òèïà, n ≥ 2, ðàâíà åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîñêîëüêó êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ L è L̄ (Ñâîéñòâî (3.2)), òîïî-

ëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà:

dim(msSCar
(n)) = max(dimL; dimL̄) = 1.

Èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòóþ ðàíåå êëàññèôèêàöèþ, îòîáðàæàþùóþ ïðèíàä-

ëåæíîñòü ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ ê îïðåäåëåííûì êëàññàì â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîïî-

ëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà ðàâíà åäèíèöå, ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 3.4 ∀n ≥ 2 n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü ôðàêòàë
â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å. åãî ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à íå ñîâïà-

äàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïðè ýòîì

∀ n = 2k−1, k ≥ 2 : α0(msSCar
(n)) = log2(n+1) = k ∈ Z, ò.å. msSCar(n)

åñòü öåëîôðàêòàë;

∀ n 6= 2k − 1, k ≥ 1 : α0(msSCar
(n)) = log2(n+ 1) 6∈ Z, ò.å. msSCar

(n)

åñòü ôðàêòàë â óçêîì ñìûñëå.

Ñâîéñòâî 3.5 n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü íèãäå íå ïëîò-

íîå â V n(<), n ≥ 2, ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî åñòü

òî÷êîé êîíäåíñàöèè ýòîãî ìíîæåñòâà, èìåþùåå ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî • Ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì êîíòèíóóìîì êàê ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà-

ìêíóòûõ êîíòèíóóìîâ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ïðåäôðàêòàëîâ).

• Äîêàæåì, ÷òî êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà íèãäå íå ïëîòåí â V n(<),

n ≥ 2. Ò.ê. äàííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû åãî äîïîëíåíèå V n(<)\msSCar(n) áûëî âñþäó ïëîòíî â V n(<)

[1], ò.å. ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà x ∈ V n(<) ÿâëÿëàñü òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ

óêàçàííîãî äîïîëíåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x ∈ msSCar
(n) è

ïîêàçàòü, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, èìåþòñÿ òî÷êè èç V n(<)\msSCar(n),
ëåæàùèå â îêðåñòíîñòè Oε(x).
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K âñåõ òî÷åê èçíà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà ïîñòðîå-

íèÿ êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà âèäà x = ( k1
2m1

; ....; kn
2mn ), ki,mi ∈ N , i = 1, n,

xi = ki
2mi

< 1.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C ìíîæåñòâà K, ïðåäñòàâëÿ-

þùåå ñîáîé ïîëíóþ ñîâîêóïíîñòü öåíòðîâ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ,

èñêëþ÷àåìûõ â ïðîöåññå êîíñòðóêòèâíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Êàê ñëåäñòâèå êîíñòðóêòèâíîãî ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà Ñåðïèí-

ñêîãî I òèïà, î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé ñîäåðæèò òîëüêî òå òî÷êè ìíîæåñòâà

K, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ñîñòàâëÿþùèõ ñèìïëåêñîâ ïîëíîé ñî-

âîêóïíîñòè ïðåäôðàêòàëîâ è èçíà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà ïîñòðîåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîæåñòâî C ïëîòíî â K.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x(0) = (x
(0)
1 ; ....;x

(0)
n ) ∈ msSCar

(n) è äîêàæåì, ÷òî â

ëþáîé åå îêðåñòíîñòè Oε(x
(0)), ε > 0, èìåþòñÿ òî÷êè x = (x1; ....;xn) ∈ C ⊂

V n(<)\msSCar(n).
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Õε(x

(0)) = Oε(x
(0))

⋂
S, ãäå S � îòêðûòûé èç-

íà÷àëüíûé ñèìïëåêñ ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà. Ðàññìîòðèì

îêðåñòíîñòü Õε1(x(0)) ⊂ Õε(x
(0)), ε1 < ε, è åå ïðîåêöèè Ri, i = 1, n, íà îñè

êîîðäèíàò.

Ïîñêîëüêó íà êàæäîì îòðåçêå Ri, i = 1, n, ëåæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî-

÷åê, i−ÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå xi = ki
2mi

< 1, ki,mi ∈ N ,

ïðè ýòîì îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ, òî è â ñàìîé îêðåñòíîñòè

Õε1(x(0)) ⊂ Õε(x
(0)) òàêæå ñîäåðæèòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, âñå êî-

îðäèíàòû êîòîðûõ ðàâíû ki
2mi

< 1 (ïðîîáðàçû óêàçàííûõ ñ÷åòíûõ ìíî-

æåñòâ òî÷åê íà Ri). Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì C öåíòðîâ

ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ è åñòü èñêîìîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå

äîïîëíåíèþ V n(<)\msSCar(n), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Î÷åâèäíî, ÷òî

òàêîå ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî C ïëîòíî â K.

• Äîêàæåì, ÷òî êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà åñòü íèãäå íå ïëîòíîå â

V n(<), n ≥ 2, ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî åñòü òî÷êîé

êîíäåíñàöèè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Oε(x
(0)), ε > 0, òî÷êè x(0) ∈ msSCar

(n). Ñëå-

äóÿ êîíñòðóêòèâíîìó ïðîöåññó ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî

ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò n−ìåðíûé ñèìïëåêñ (3.1), âëîæåííûé â óêàçàííóþ

îêðåñòíîñòü:

∆
i
(1)
1 i

(1)
2 ....i

(1)
l /i

(2)
1 i

(2)
2 ....i

(2)
l /..../i

(n)
1 i

(n)
2 ....i

(n)
l

⊂ Oε(x(0))
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäàìè, àíàëîãè÷íûìè èçëîæåííûì â ìîíîãðàôèè

[18]. Èñõîäÿ èç ñàìîïîäîáèÿ êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà, ìîùíîñòü åãî ïîä-

ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â n−ìåðíîì ñèìïëåêñå (3.1), ñîâïàäàåò ñ ìîùíî-

ñòüþ ïîëíîãî ôðàêòàëà (êîíòèíóóì). Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñàìîé îêðåñòíîñòè

Oε(x
(0)) ñîäåðæèòñÿ íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç msSCar

(n).

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà

x ∈ msSCar
(n) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êîíäåíñàöèè ðàññìàòðè-

âàåìîãî ìíîæåñòâà è ïðè ýòîì èíûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäíåå íå èìååò

êàê çàìêíóòîå. Òàêèì îáðàçîì êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-

øåííûì, ïîñêîëüêó ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïðîèçâîäíûì ìíîæåñòâîì.

Ïîñêîëüêó ìíîãîìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð-

íûì êîíòèíóóìîì, òî, ñëåäóÿ [13,18], ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàå-

ìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî åñòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôðàêòàëüíàÿ ëèíèÿ (â

ñìûñëå Óðûñîíà).

Ïðèìåð 3.1 Ðàññìîòðèì êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà â âåêòîðíîì ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå {V 3(<), ρ}, ãäå ρ � ôèêñèðîâàííàÿ ìåòðèêà, ñîõðà-

íÿþùàÿ êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì (1.3).

Ðèñ. 3.1 Ïåðâûé (à)) è âòîðîé (á)) ýòàïû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî
I òèïà

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì, ïðåä-

ñòàâëÿþùèì ñîáîé îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíûõ öåëîìó
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íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2 :

msSCar
(3) =

4⋃
i=1

Ei, Ei
1/2∼ msSCar

(3).

Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à: α0(msSCar
(3)) = 2.

Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëî-

ãè÷åñêîé, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå, ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæå-

ñòâî åñòü ôðàêòàë â øèðîêîì ñìûñëå. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äàííîå ìíî-

æåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëîôðàêòàë. Áîëåå òîãî, ãèïåðôðàêòàë, ïî-

ñêîëüêó ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïîëîæèòåëüíà è íà åäèíèöó

ìåíüøå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 3.1 Â ðàáîòå [11] òðåõìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà óïî-

ìèíàåòñÿ ïîä íàçâàíèåì àñèììåòðè÷íîé ôðàêòàëüíîé ïàóòèíû, â [20] �

êàê îäèí èç òðåõìåðíûõ âàðèàíòîâ òðåóãîëüíîãî êîâðà Ñåðïèíñêîãî.

4 Ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà (ôðàêòàëüíàÿ

ïîâåðõíîñòü)

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî {V n(<), ρ}, n ≥ 3, ãäå ρ �

ôèêñèðîâàííàÿ ìåòðèêà, ñîõðàíÿþùàÿ êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k, îïðåäåëÿ-

åìûé âûðàæåíèåì (1.3).

Ïîñêîëüêó ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà, n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì

àíàëîãîì òðåóãîëüíîé ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî I òèïà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöå-

äóðû ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà íåîáõîäèìûì âèäèòñÿ ïðåæäå

âñåãî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé êîíñòðóêòèâíûé ïðîöåññ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî îáúåêòà ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé

ñèìïëåêñ I òèïà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèé â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè, èçëîæåííûìè íèæå.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ. Ðàçîáüåì ïðîèçâîëüíûé n−ìåðíûé çàïîëíåííûé
ñèìïëåêñ (n−1)−ìåðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñåðåäèíû
åãî ðåáåð ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì. Ïðè ýòîì îáðàçóþòñÿ (n+ 1) çàïîëíåí-

íûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ îêîëî âåðøèí èñõîäíîãî, à òàêæå öåíòðàëüíûé

çàïîëíåííûé n−ìåðíûé ñðåäèííî-óñå÷åííûé ñèìïëåêñ mtSimpn. Èñêëþ÷èì
âíóòðåííîñòü ïîñëåäíåãî. Äàëåå ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñ (n+1)

îñòàâøèìèñÿ çàïîëíåííûìè ïðèâåðøèííûìè ñèìïëåêñàìè. Ïðîäîëæàÿ ïî-

äîáíóþ îïåðàöèþ áåñêîíå÷íî, ïîñëå ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà èñêëþ÷åíèé ïîëó-

÷èì èñêîìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 4.1 n−ìåðíûì (n−1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûì ñèìïëåêñîì I

òèïà, n ≥ 3, íàçûâàåòñÿ ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòà-

òîì ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûìè

ïðèíöèïàìè.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå óêàçàííîé ñ÷åòíîé ïðîöåäóðû íà êàæäîì l−ì,
l ≥ 1, ýòàïå èñêëþ÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå

âíóòðåííîñòåé (n+1)l−1 n−ìåðíûõ çàïîëíåííûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèì-
ïëåêñîâ ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2l−1 (l ≥ 2) îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ýòàïà

ïîñòðîåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíîé ñàëôåòêå Ñåðïèíñêîãî I òèïà â

åâêëèäîâûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå ñòàðøèé

îáúåì ïëàñòèí÷àòîãî ñèìïëåêñà ðàâåí íóëþ (ñì. Ïðèëîæåíèå).

Îäíîâðåìåííî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ((n − 1)−ìåðíûé îáúåì) ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà:

• áåñêîíå÷íà â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, à èìåííî ïðè n = 3;

• ∀n ≥ 4 ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå

Vn−1 = (n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2 · (n− 1)!
· 2n−1 − n

2n−1 − (n+ 1)

Ñâîéñòâî 4.1 Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû n−ìåðíûé
(n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà, n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îáúåäèíåíèå

(n+ 1) êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíûõ öåëîìó íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ñ êî-

ýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2, à òàêæå (n + 1) ñîåäèíÿþùèõ ñðåäíèõ ÷àñòåé

ñòàðøèõ ãðàíåé èçíà÷àëüíîãî n−ìåðíîãî ñèìïëåêñà ïîñòðîåíèÿ:

msSimp
(n)
/n−1 =

(
n+1⋃
i=1

Ei

)⋃(
n+1⋃
i=1

Gi

)
,

Ei
1/2∼ msSimp

(n)
/n−1,

Gi � (n− 1)−ìåðíûå ñðåäèííî-óñå÷åííûå ñèìïëåêñû,
i = 1, n+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà åñòü íåîä-

íîðîäíîå ñàìîïîäîáíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.8).

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 4.2 Ñ÷åòíûì êàðêàñîì ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà

msSimp
(n)
/n−1, n ≥ 3, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A, ïðåäñòàâëÿþùåå ñî-

áîé îáúåäèíåíèå ñòàðøèõ ãðàíåé ((n − 1)−ãðàíåé) èçíà÷àëüíîãî è

ïðîìåæóòî÷íûõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Óòâåðæäåíèå 4.1 Ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: dim A = α0(A) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ìíîæåñòâî A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäè-

íåíèÿ ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ñîñòàâëÿþùèõ (n − 1)−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ Ai,

i = 1,∞, ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ òîïîëî-

ãè÷åñêèìè è ðàâíû (n− 1). Îòñþäà α0(A) = supi(α0(Ai)) = n− 1.

Ñâîéñòâî 4.2 n−ìåðíûé (n− 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà,

n ≥ 3, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ:

• íèãäå íå ïëîòíîãî â V n(<), ïðè ýòîì ïëîòíîãî â ñåáå, (n−1)−ìåðíîãî
ñ÷åòíîãî êàðêàñà A;

• íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Ā (ñîâïàäàåò ñ íåñ÷åòíûì ïûëåâèä-

íûì ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà), íå ëåæàùèõ íà

óêàçàííîì ñ÷åòíîì êàðêàñå A.

Ñâîéñòâî 4.3 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü n−ìåðíîãî (n−1)−ìåðíî ïëà-
ñòèí÷àòîãî ñèìïëåêñà I òèïà, n ≥ 3, ðàâíà (n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ A

è Ā = L̄ (Ñâîéñòâî 4.2), åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà:

dim(msSimp
(n)
/n−1) = max(dimA; dimĀ) = max(n− 1; 0) = n− 1.

Èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèþ, îòîáðàæàþùóþ ïðèíàäëåæíîñòü ôðàêòàëü-

íûõ ìíîæåñòâ ê îïðåäåëåííûì êëàññàì â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ðàçìåð-

íîñòè Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàç-

ìåðíîñòü n−ìåðíîãî (n− 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî ñèìïëåêñà I òèïà ðàâíà

n− 1, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 4.4 ∀n ≥ 3 n−ìåðíûé (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèì-

ïëåêñ I òèïà åñòü êâàçèãèïåðôðàêòàë, ò.å. åãî ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à ïîëîæèòåëüíà, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ è

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íà åäèíèöó ìåíüøå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà: α0

(
ms
Simp

(n)
/n−1

)
= n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî n−ìåðíûé (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-

ìíîæåñòâ A è Ā.

Ïîñêîëüêó ∀n ≥ 3 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: log2 (n+ 1) ≤ n − 1, òî

èñêîìàÿ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïðèíèìàåò çíà÷åíèå:

α0

(
ms
Simp

(n)
/n−1

)
= max

(
α0(A);α0(Ā)

)
= max

(
n− 1; log2(n+ 1)

)
= n− 1.

Ñâîéñòâî 4.5 Ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà åñòü íèãäå

íå ïëîòíîå â V n(<), n ≥ 3, ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êî-

òîðîãî åñòü òî÷êîé êîíäåíñàöèè ýòîãî ìíîæåñòâà, èìåþùåå ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì êîíòèíóóìîì êàê ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà-

ìêíóòûõ êîíòèíóóìîâ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ïðåäôðàêòàëîâ).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà íèãäå íå ïëî-

òåí â V n(<), n ≥ 3. Ò.ê. äàííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî äîïîëíåíèå V n(<)\msSimp(n)/n−1 áûëî âñþ-

äó ïëîòíî â V n(<) [1], ò.å. ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà x ∈ V n(<) ÿâëÿëàñü òî÷-

êîé ïðèêîñíîâåíèÿ óêàçàííîãî äîïîëíåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

x ∈ msSimp
(n)
/n−1 è ïîêàçàòü, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, èìåþòñÿ òî÷êè

èç V n(<)\msSimp(n)/n−1, ëåæàùèå â îêðåñòíîñòè Oε(x).

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå: msSimp
(n)
/n−1 = msSCar

(n)
⋃
Sn−1, ãäå ìíîæåñòâî

Sn−1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå (n − 1)−ìåðíûõ ñðåäèííî-

óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ (ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ öåíòðàëüíûõ ìíî-

ãîãðàííèêîâ ñîñòàâëÿþùèõ (n−1)−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ñ÷åòíîãî êàðêàñà A).
Äëÿ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ msSCar

(n) ⊂ msSimp
(n)
/n−1 äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâåäåíî âûøå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ñâîéñòâà 3.5).

Ðàññìîòðèì òî÷êó x(0) = (x
(0)
1 ; ....;x

(0)
n ) ∈ Sn−1 ⊂ msSCar

(n) è ïîêàæåì,

÷òî êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, èìåþòñÿ òî÷êè èç V n(<)\msSimp(n)/n−1, ëåæà-

ùèå â îêðåñòíîñòè Oε(x
(0)). Ïîñêîëüêó òî÷êà x(0) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç

îòêðûòûõ öåíòðàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîñòàâëÿþùèõ (n−1)−ìåðíûõ ñèì-
ïëåêñîâ ñ÷åòíîãî êàðêàñà A, äàííûé ôàêò î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó óêàçàííûé

öåíòðàëüíûé ìíîãîãðàííèê ëåæèò íà ãðàíèöå ñîîòâåòñòâóþùåãî n−ìåðíîãî
ñðåäèííî-óñå÷åííîãî ñèìïëåêñà, èñêëþ÷àåìîãî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ôðàê-

òàëüíîãî ìíîæåñòâà msSimp
(n)
/n−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî

íèãäå íå ïëîòíî â V n(<), n ≥ 3.
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Ìíîãîìåðíûé ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì

ìíîæåñòâîì, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî åñòü òî÷êîé åãî êîíäåíñàöèè, êàê îáú-

åäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ àíà-

ëîãè÷íûì ñâîéñòâîì, � (n − 1)−ìåðíîãî ñ÷åòíîãî êàðêàñà A (ñ÷åòíîå îáú-

åäèíåíèå (n−1)−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ) è íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Ā = L̄.

Ïîñêîëüêó n−ìåðíûé (n− 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà ÿâ-

ëÿåòñÿ (n− 1)−ìåðíûì êîíòèíóóìîì, òî, ïî àíàëîãèè ñ ôðàêòàëüíûìè ëè-

íèÿìè, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî åñòü

(n− 1)−ìåðíàÿ ôðàêòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.

Ïðèìåð 4.1 Ðàññìîòðèì ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà â âåêòîðíîì

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå {V 3(<), ρ}, ãäå ρ � ôèêñèðîâàííàÿ ìåòðèêà,

ñîõðàíÿþùàÿ êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì (1.3).

Ðèñ. 4.1 Ïåðâûé (à)) è âòîðîé (á)) ýòàïû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî äâóìåðíî-
ïëàñòèí÷àòîãî ñèìïëåêñà I òèïà

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñî-

áîé îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ êîíãðóýíòíûõ è ïîäîáíîé öåëîìó íåïåðåêðûâàþ-

ùèõñÿ ÷àñòåé ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1/2, à òàêæå ÷åòûðåõ ñîåäèíÿþ-

ùèõ ñðåäíèõ ÷àñòåé ñòàðøèõ ãðàíåé èçíà÷àëüíîãî çàïîëíåííîãî ñèìïëåêñà

ïîñòðîåíèÿ (òðåóãîëüíèêîâ):

msSimp
(3)
/2 =

(
4⋃
i=1

Ei

)⋃(
4⋃
i=1

Gi

)
,
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Ei
1/2∼ msSimp

(3)
/2 ,

Gi � òðåóãîëüíèêè, i = 1, 4.

Äàííîå ìíîæåñòâî åñòü êâàçèãèïåðôðàêòàë, ò.å. åãî ðàçìåðíîñòü

Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïîëîæèòåëüíà, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòüþ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íà åäèíèöó ìåíüøå òîïîëîãè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà: α0

(
ms
Simp

(3)
/2

)
= 2.

5 Ïðèëîæåíèå

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî {V n(<), ρ}, n ≥ 2, ãäå ρ �

åâêëèäîâà ìåòðèêà. Òîãäà ìåðà Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðà-

æåíèåì [4]:

Hn(α; a) = D(α) · lim
k→∞

H(k)
n (α; a) = mn(α; a),

ãäå

D(α) � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò;

mn(α; a) � ìåðà Ëåáåãà ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà.

Ïîëîæèì â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà Ñåð-

ïèíñêîãî I òèïà è ïëàñòèí÷àòîãî ñèìïëåêñà I òèïà ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ ñ

åäèíè÷íûìè äëèíàìè ðåáåð.

Ñâîéñòâî 5.1 Ìåðà Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà,

n ≥ 2, ðàâíà:

Hn(α; 2)
(
ms
SCar(n)

)
=


+∞, α < α0;

1
n!

√
n+1
2n , α = α0 = log2(n+ 1);

0, α > α0.

(5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî Èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé îáúåì ïðàâèëüíîãî n−ìåðíîãî
ñèìïëåêñà, äëèíû ðåáåð êîòîðîãî ðàâíû r > 0, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Vn(r) =

√
n+ 1

2n/2 · n!
· rn.

Ïîëîæèì â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà Ñåð-

ïèíñêîãî I òèïà åäèíè÷íûé, n−ìåðíûé îáúåì êîòîðîãî ðàâåí:

Vn(1) =
1

n!

√
n+ 1

2n
.
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Ïîñêîëüêó ïðåäôðàêòàë k−ãî ïîêîëåíèÿ, k ≥ 1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-

åäèíåíèå N
(k)
n = (n+ 1)k ñîñòàâëÿþùèõ n−ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, îáúåìû êî-

òîðûõ ðàâíû V
(k)
n = 1

n!

√
n+1
2n ·

(
1
2k

)n
, ìåðà Ëåáåãà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåä-

ôðàêòàëà ðàâíà N
(k)
n · V (k)

n = (n+ 1)k · 1
n!

√
n+1
2n ·

(
1
2k

)n
= 1

n!

√
n+1
2n ·

(
n+1
2n

)k
,

à ìåðà Ëåáåãà ôðàêòàëà ðàâíà: lim
k→∞

[N
(k)
n · V (k)

n ] = 0, n ≥ 2.

Ðàññìîòðèì ìåðó Õàóñäîðôà êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà:

Hn(α; 2)
(
ms
SCar(n)

)
=

1

n!

√
n+ 1

2n
· lim
k→∞

(
n+ 1

2α

)k
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè q = (n + 1)/2α = 1, ò.å. ïðè α := α0 = log2(n + 1),

ìåðà ÕàóñäîðôàHn(α; 2)(msSCar
(n)) ïðèíèìàåò åäèíñòâåííî âîçìîæíîå êî-

íå÷íîå çíà÷åíèå. Îäíîâðåìåííî, ∀α < α0 ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåðà Õàóñäîðôà

áåñêîíå÷íà, ∀ α > α0 � ðàâíà íóëþ.

Ñëåäñòâèå 5.1 1) ∀n = 2k − 1, k ≥ 2, n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I

òèïà, èìååò íóëåâûå i−ìåðíûå îáúåìû, i = n;α0 + 1, êîíå÷íûé α0-îáúåì

è áåñêîíå÷íûå i−ìåðíûå îáúåìû, i = α0 − 1; 1.

2) ∀n 6= 2k − 1, k ≥ 1, n−ìåðíûé êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà, èìååò

íóëåâûå i−ìåðíûå îáúåìû, i = n; [α0] + 1, è áåñêîíå÷íûå i−ìåðíûå îáúåìû,
i = [α0]; 1.

Äîêàæåì äîïîëíèòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.1 ∀ n ≥ 2 ñòàðøèé îáúåì åäèíè÷íîãî n−ìåðíîãî
ñðåäèííî-óñå÷åííîãî ñèìïëåêñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâåí:

V mtn (1) =

√
n+ 1

2n/2 · n!
· [2n − (n+ 1)].

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîëîæèì â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîãðàííèêà n−ìåðíûé ñèìïëåêñ, äëèíû ðåáåð êîòî-

ðîãî ðàâíû äâîéêå. Ïðè ýòîì ñòàðøèé îáúåì ïîñëåäíåãî ðàâåí:

Vn(2) =

√
n+ 1

2n/2 · n!
· 2n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàðøèé îáúåì åäèíè÷íîãî n−ìåðíîãî ñðåäèííî-

óñå÷åííîãî ñèìïëåêñà ðàâåí:

V mtn (1) = Vn(2)− (n+ 1) · Vn(1) =

√
n+ 1

2n/2 · n!
· 2n − (n+ 1) ·

√
n+ 1

2n/2 · n!
· 1n =

=

√
n+ 1

2n/2 · n!
· [2n − (n+ 1)].
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Ñëåäñòâèå 5.2 Â n−ìåðíîì ñðåäèííî-óñå÷åííîì ñèìïëåêñå, äëèíû ðåáåð

êîòîðîãî ðàâíû 1/2k, ñîäåðæàòñÿ 2n n−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèì-

ïëåêñîâ, äëèíû ðåáåð êîòîðûõ ðàâíû 1/2k+1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîñêîëüêó V mtn (1/2k) =
√
n+1

2n/2·n! · (1/2k−1)n · 2n−(n+1)
2n , à

V mtn (1/2k+1) =
√
n+1

2n/2·n! · (1/2
k)n · 2

n−(n+1)
2n , óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ñâîéñòâî 5.2 Ìåðà Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî

ñèìïëåêñà I òèïà, n ≥ 3, ðàâíà:

• n = 3 :

H3(α; 2)
(
ms
Simp

(3)
/2

)
=

{
+∞, α ≤ 2;

0, α > 2.

• n > 3 :

Hn(α; 2)
(
ms
Simp

(n)
/n−1

)
=


+∞, α < n− 1;

(n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2·(n−1)! ·
2n−1−n

2n−1−(n+1) , α = α0 = n− 1;

0, α > n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî n−ìåðíûé (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òè-

ïà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêî-

ãî I òèïà è äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà An−1, ïðåäñòàâëÿþùîãî ñîáîé

(n− 1)−ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü.

Îïðåäåëèì ìåðó Ëåáåãà äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà An−1.

Íàïîìíèì, ÷òî â êàæäîì (n− 1)−ìåðíîì ñðåäèííî-óñå÷åííîì ñèìïëåê-

ñå, äëèíû ðåáåð êîòîðîãî ðàâíû 1/2k, ñîäåðæàòñÿ 2n−1 (n − 1)−ìåðíûõ
ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ, ðåáðà êîòîðûõ ðàâíû 1/2k+1 (Ñëåäñòâèå

(5.2)).

Íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ n−ìåðíîãî (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî

ñèìïëåêñà I òèïà äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî An−1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-

åäèíåíèå

N
(1)
n−1 = (n+ 1)

(n−1)−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ, ðåáðà êîòîðûõ ðàâíû 1/2.

Íà âòîðîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ � îáúåäèíåíèå

N
(2)
n−1 = N

(1)
n−1 · 2n−1 + (n+ 1)(n+ 1)

(n−1)−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ, ðåáðà êîòîðûõ ðàâíû 1/22.
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Íà k−ì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ, k ≥ 1, � îáúåäèíåíèå

N
(k)
n−1 = N

(k−1)
n−1 · 2n−1 + (n+ 1)k

(n−1)−ìåðíûõ ñðåäèííî-óñå÷åííûõ ñèìïëåêñîâ, ðåáðà êîòîðûõ ðàâíû 1/2k.

Çàïèøåì ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:{
N

(k)
n−1 = 2n−1 ·N (k−1)

n−1 + (n+ 1)k

N
(k+1)
n−1 = 2n−1 ·Nk

n−1 + (n+ 1)k+1.

• n = 3 : N
(k)
2 = k · 4k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàðøèé îáúåì äîïîëíèòåëüíîãî

ìíîæåñòâà A2 íà k−ì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ, k ≥ 1, ðàâåí:

V
(k)
2

(
A2

)
= N

(k)
2 · V mt2

( 1

2k

)
=

√
3

16
·
( 1

2k−1

)2
· k · 4k −−−−−→

k→+∞
+∞.

Òàêèì îáðàçîì,

H3(α; 2)
(
A2

)
=

{
+∞, α ≤ 2;

0, α > 2.

Îïðåäåëèì ìåðó Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî

ñèìïëåêñà I òèïà êàê îáúåäèíåíèÿ n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà

è äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà An−1 ïðè n = 3.

Ïîñêîëüêó ìåðà Õàóñäîðôà òðåõìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà

ðàâíà (5.1):

H3(α; 2)
(
ms
SCar(3)

)
=


+∞, α < 2,
√
2

12 , α = α0 = 2,

0, α > 2,

èñêîìàÿ ìåðà Õàóñäîðôà òðåõìåðíîãî äâóìåðíî�ïëàñòèí÷àòîãî ñèì-

ïëåêñà I òèïà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå:

H3(α; 2)
(
ms
Simp

(3)
/2

)
=

{
+∞, α ≤ 2;

0, α > 2.

• n > 3 : N
(k)
n−1 =

(n+1)·
[
2(n−1)k−(n+1)k

]
2(n−1)−(n+1)

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàðøèé îáúåì

äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà An−1 íà k−ì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ, k ≥ 1, ðàâåí:

V
(k)
n−1
(
An−1

)
= N

(k)
n−1 · V mtn−1

( 1

2k

)
=

=

√
n

2(n−1)/2 · (n− 1)!
·
( 1

2k−1

)n−1
· 2n−1 − n

2n−1
·

(n+ 1) ·
[
2(n−1)k − (n+ 1)k

]
2(n−1) − (n+ 1)

=
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= (n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2 · (n− 1)!
· 2n−1 − n

2n−1 − (n+ 1)
·

[
1−

(
n+ 1

2n−1

)k]
.

Ïîñêîëüêó ∀ n > 3 : n+1
2n−1 < 1,

lim
k→∞

V
(k)
n−1
(
An−1

)
= (n+ 1) ·

√
n

2(n−1)/2 · (n− 1)!
· 2n−1 − n

2n−1 − (n+ 1)
.

Òàêèì îáðàçîì,

Hn(α; 2)
(
An−1

)
=


+∞, α < n− 1;

(n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2·(n−1)! ·
2n−1−n

2n−1−(n+1) , α = α0 = n− 1;

0, α > n− 1.

Îïðåäåëèì ìåðó Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî (n − 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî

ñèìïëåêñà I òèïà êàê îáúåäèíåíèÿ n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà

è äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà An−1 ïðè n > 3.

Ïîñêîëüêó ìåðà Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî êàðêàñà Ñåðïèíñêîãî I òèïà ðàâ-
íà (5.1):

Hn(α; 2)
(
ms
SCar(n)

)
=


+∞, α < α0;

1
n!

√
n+1
2n , α = α0 = log2(n+ 1);

0, α > α0.

èñêîìàÿ ìåðà Õàóñäîðôà n−ìåðíîãî (n− 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòîãî ñèì-
ïëåêñà I òèïà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå:

Hn(α; 2)
(
ms
Simp

(n)
/n−1

)
=


+∞, α < n− 1;

(n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2·(n−1)! ·
2n−1−n

2n−1−(n+1) , α = α0 = n− 1;

0, α > n− 1.

Çàìå÷àíèå 5.1 Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ïðè n = 3 n−ìåðíûé (n −
1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèãè-

ïåðôðàêòàë íå òîëüêî â ñìûñëå îïðåäåëåíèé (1.12), (1.13), íî òàêæå â

òåðìèíàõ ìîíîãðàôèè [15] . Ïðè n > 3 � òîëüêî â ñìûñëå îïðåäåëåíèé

(1.12), (1.13).

Ñëåäñòâèå 5.3 ∀n ≥ 3 n−ìåðíûé (n− 1)−ìåðíî ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ

I òèïà èìååò íóëåâîé ñòàðøèé îáúåì. Îäíîâðåìåííî, ïëîùàäü ïîâåðõíî-

ñòè ((n− 1)−ìåðíûé îáúåì) ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà:

• áåñêîíå÷íà â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, à èìåííî ïðè n = 3;
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• ∀n ≥ 4 ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå

Vn−1 = (n+ 1) ·
√
n

2(n−1)/2 · (n− 1)!
· 2n−1 − n

2n−1 − (n+ 1)
.

.

Ïðè ýòîì k−ìåðíûå îáúåìû, k = n− 2; 1, áåñêîíå÷íû.

Çàêëþ÷åíèå

Â öåëîì èññëåäîâàíèÿ àâòîðà â ÷àñòè íåêîòîðûõ òèïîâ êîíñòðóêòèâíûõ

ôðàêòàëüíûõ ñèìïëåêñ-ìíîæåñòâ â âåêòîðíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå

êàðêàñ Ñåðïèíñêîãî I òèïà è ïëàñòèí÷àòûé ñèìïëåêñ I òèïà, íîñÿò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð.

Îäíîâðåìåííî, ïåðñïåêòèâíûì âèäèòñÿ èñïîëüçîâàíèå êàê ïðåäëîæåí-

íûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, òàê è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, â ïðîöåñ-

ñå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íå òîëüêî ìíîãîìåðíîé ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè

íåïîñðåäñòâåííî, íî è ðàçíîîáðàçíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òåîðèé,

êîòîðûå íà ñåãîäíÿ àêòèâíî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ.
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Two many-dimensional analogies of the Serpinsky's napkin of I type

Two constructive fractal sets, called the Serpinsky's carcass of I type and the

plate-like simplex of I type, are considered. In vector metric spaces of dimension

three and higher these sets are the multidimensional analogues of triangular

Serpinsky's napkin of I type. The results of research underlying geometrical

structure and basic descriptions of the indicated fractal sets are presented in

vector metric spaces of arbitrary dimension.
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Î ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ
êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Â.À. Êèîñàê

Àííîòàöèÿ Èçó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíôîðìíî-ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ

� ïðîñòðàíñòâà êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ïîëó÷åí âèä ìåòðèêè ïðî-

ñòðàíñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâîì

êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ïðîñòðàíñòâà êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ïñåâäîðèìà-

íîâû ïðîñòðàíñòâà, ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

ÓÄÊ 514.765.1+512.813.4

1 Ïðîñòðàíñòâà êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn(n > 2) ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij íà-

çûâàþò ïðîñòðàíñòâîì êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû, åñëè åãî òåíçîð Ðèìàíà

Rhijk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Rhijk = α(ghjgik − ghkgij) + β(ϕhϕjgik − ϕhϕkgij + ϕiϕkghj − ϕiϕjghk), (1)

ãäå Rhijk = gαhR
α
ijk; α, β � íåêîòîðûå èíâàðèàíòû, à ϕi � åäèíè÷íûé

âåêòîð [1], [5].

Ñâîðà÷èâàÿ (1), óáåäèìñÿ, ÷òî

Rij = −(α(n− 1) + β)gij − β(n− 2)ϕiϕj , (2)
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çäåñü Rij = Rαijα � òåíçîð Ðè÷÷è Vn.

Èç (2) äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû R = Rαβg
αβ , ãäå gji � ýëåìåíòû îáðàò-

íîé ìàòðèöû ê gij , ïîëó÷èì:

R = −n(α(n− 1) + β)− β(n− 2), (3)

è òîãäà (2) ïðèìåò âèä

Rij =
R

n
gij +

β(n− 2)

n
gij − β(n− 2)ϕiϕj . (4)

Èç ïîñëåäíåãî âèäíî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà, òî åñòü ïðî-

ñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Rij = R
n gij , èíâàðèàíò β � ïî

íåîáõîäèìîñòè íóëåâîé, è ïðîñòðàíñòâî êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû áóäåò

ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ïîýòîìó, â äàëüíåéøåì, áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà îòëè÷íûå îò ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà.

2 Î ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Äèôôåîìîðôèçì ìåæäó òî÷êàìè ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vn è V̄n

íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè ïðè íåì êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ

ëèíèÿ Vn ïåðåõîäèò â ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ V̄n.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû Vn äîïóñêàëî ãåîäå-

çè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â íåì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ:

aij,k = λigjk + λjgik. (5)

Çäåñü aij � íåêîòîðûé ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð, λi � ãðàäèåíòíûé âåêòîð, à

çàïÿòàÿ �,�� çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Vn.

Óðàâíåíèÿ (5) íàçûâàþò ëèíåéíîé ôîðìîé îñíîâíûõ óðàâíåíèé òåîðèè

ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (5) ïðèâîäÿò ê óðàâ-

íåíèÿì:

nλi,j = µgij + aαiR
α
j − aαβR

α β
.ij. (6)

(n− 1)µ,i = 2(n+ 1)λαR
α
i + aαβ(2Rα. i,

β −Rαβ. . ,i ), (7)

ãäå Rij = Rαjg
αi; Rh k

.ij. = Rhijαg
αk; Rij.. ,k = Rαβ ,k g

αigβj ; Rij ,
k = Rαj ,β g

αigβk.
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Ñèñòåìû (5), (6), (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Êîøè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ òåíçîðà aij , âåê-

òîðà λi è èíâàðèàíòà µ [4], [2].

Ïðè èçâåñòíûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (5), (6), (7) ìåòðèêè ãåîäåçè÷åñêè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ Vn è V̄n ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû èç ôîðìóë

aij = e−2ψ ḡαβgαigαj ; (8)

λi = −e−2ψ ḡαβgαiψα. (9)

Çäåñü ψ � èíâàðèàíò, à ψi = ψ,i âåêòîð, ó÷àâñòâóþùèé â óðàâíåíèÿõ

2(n+ 1)ψi = ∂iln

∣∣∣∣ ḡg
∣∣∣∣ , (10)

ãäå g = det ‖gij‖.
Åñëè âåêòîðû ψi è ñîîòâåòñòâåííî λi íå ðàâíû òîæäåñòâåííî íóëþ, òî

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò íåòðèâèàëüíûìè.

Ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn, äîïóñêàþùåå íåòðèâèàëüíîå ãåîäåçè-

÷åñêîå îòîáðàæåíèå, â êîòîðûõ âåêòîð λi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

λi,j = µgij +Baij , (11)

çäåñü B � íåêîòîðûé èíâàðèàíò, íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâàìè Vn(B).

Êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ r â îáùåì ðåøåíèè ñèñòåìû (5),

(6), (7) íàçûâàþò ñòåïåíüþ ìîáèëüíîñòè îòíîñèòåëüíî Vn ãåîäåçè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé.

Ïðîñòðàíñòâà Vn, ó êîòîðûõ r > 2, ïî íåîáõîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâàìè Vn(B), ïðè ÷åì B = const [3], [4], [6].

3 Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû îñíîâíûõ óðàâíåíèé â

ïðîñòðàíñòâàõ êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (5) èìåþò âèä:

aαiR
α
jkl + aαjR

α
ikl = λligjk + λljgik − λkjgil − λkigjl, (12)

ãäå λij = λi,j .
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Öèêëèðóÿ ïîñëåäíåå ïî èíäåêñàì (i è l), ïîëó÷èì

aαiR
α
jkl + aαkR

α
jli + aαlR

α
jik = 0. (13)

Èç ïîñëåäíåãî áóäåì èìåòü, ñâîðà÷èâàÿ ñ gij �

aαlR
α
h − aαkRαl = 0. (14)

Ïîäñòàâëÿÿ â (14) óñëîâèå (2), óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè β 6= 0

ϕαaαi = ρϕi, (15)

ãäå ρ � íåêîòîðûé èíâàðèàíò, à ϕh = ϕαg
αh.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèç-

íû äîïóñêàåò ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, òî âåêòîð ϕi óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (15).

Äèôôåðåíöèðóÿ (15), áóäåì èìåòü ñ ó÷åòîì (5)

ϕαλαgij + λiϕj + aαiϕ
α
, j = ρ, jϕi + ρϕi, j . (16)

Ñâîðà÷èâàÿ (16) ñ ϕi, ïîëó÷èì

ρ, j = 2ϕαλαϕj (17)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîáñòâåííîå ÷èñëî ρ, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîá-

ñòâåííîìó âåêòîðó ϕα ìàòðèöû aij, áûëî ïîñòîÿííûì, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîðû ϕh è λi áûëè îðòîãîíàëüíûìè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5), óäîâëåòâîðÿþùeå óñëîâèÿì

aij = ugij + vRij , (18)

íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì [4].

Äîêàæåì òåîðåìó:

Òåîðåìà 3 Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû

íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèé (5), îòëè÷íûõ îò êàíîíè÷åñêèõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (12) ñ ó÷åòîì (1) è (15) ïðèìóò âèä:

β(ϕjϕlaik − ϕjϕkail + ϕiϕlajk − ϕiϕkajl) =

(19)

= Λligjk + Λljgik − Λkjgil − Λkigjl.

Çäåñü

Λli
def
= λli + αali + ρβϕiϕl. (20)

Ñâîðà÷èâàÿ (20) ñ gjk, ïîëó÷èì

aϕiϕl − ail = nΛli − Λgil, (21)

ãäå

a
def
= aαβg

αβ ; Λ
def
= Λαβg

αβ .

Èëè, âûðàæàÿ Λli �

Λli =
Λ

n
gli +

βa

n
ϕiϕl −

β

n
ail. (22)

Ïðîàëüòåðíèðóåì (19) ïî èíäåêñàì i è k

β(ϕjϕlaik − ϕjϕialk − ϕiϕkajl + ϕlϕkaji) =

(23)

= Λljgik − Λijglk − Λkigjl + Λklgji.

Â ïîñëåäíåì âçàèìíî ïåðåîáîçíà÷èì èíäåêñû j è l:

β(ϕlϕjaik − ϕlϕiajk − ϕiϕkajl + ϕjϕkali) =

(24)

= Λljgik − Λilgjk − Λkigjl + Λkjgli.

Ñêëàäûâàÿ (24) è (19), áóäåì èìåòü:

β(ϕjϕlaik − ϕiϕkajl) = Λljgik − Λikgjl. (25)

Ñ ó÷åòîì (22), (25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕjϕl(naik − agik)− ϕiϕk(najl − agjl) = aikglj − aljgik. (26)
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Ñâåðíåì (26) ñ ϕjϕl, ó÷èòûâàÿ (15), ïîëó÷èì

(n− 1)aik = (a− ρ)gik + (nρ− a)ϕiϕj . (27)

Èç (27) è (2) óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû, ïðè÷åì

u =
αβ − 2βρ+ aα− nαρ

β(n− 2)
, (28)

v =
a− nρ

β(n− 1)(n− 2)
. (29)

Ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå òîëüêî êàíîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(5), èìåþò ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

íå áîëüøå äâóõ. Ïîýòîìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Ñëåäñòâèå 1 Ñòåïåíü ìîáèëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðà-

æåíèé ïðîñòðàíñòâ êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû íå áîëåå äâóõ.

4 Î ïðîñòðàíñòâàõ Vn(B)

Äîìíîæàÿ (1) íà ϕh è ñâîðà÷èâàÿ ïî h, ïîëó÷èì

ϕαR
α
ijk = (α+ β)(ϕjgik − ϕkgij). (30)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî íà (12) è ó÷èòûâàÿ (30), áóäåì èìåòü

(α+ β)(ϕjaik − ϕαaαi gkj + ϕiajk − ϕαaαj gik) =

(31)

= ϕαλαigjk + ϕαλαjgik − λkiϕj − λkjϕi.

Àëüòåðíèðóÿ ïî èíäåêñàì k è j, âçàèìíî ïåðåîáîçíà÷àÿ èíäåêñû i è k è

ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå ñ (31), óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óðàâíåíèé �

ϕj((α+ β)(aik − ρgik) + λik) = ϕαλαjgik. (32)

Èç ïîñëåäíåãî ïîëó÷èì

λik = (ϕαϕβλαβ + ρ(α+ β))gik − (α+ β)aik. (33)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà 4 Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn êâàçèïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, òî Vn ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Vn(B), ïðè÷åì B = −(α+ β).
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Ó÷èòûâàÿ (33) è çàìåíû (8), (9), ìîæíî çàïèñàòü

B̄ḡij −Bgij = ψij . (34)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ìåòðè÷åñêèå òåíçî-

ðû ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ V̄n, íàõîäÿùèõñÿ â ãåîäåçè÷åñêîì ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâîì êâàçèïîñòîÿííîé êðèâèçíû.
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