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Îáîáùåííûå êëàññû Ãðåÿ-Õåðâåëëû è ãîëî-
ìîðôíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîá-
ùåííûõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð � II

Êèðè÷åíêî Â.Ô. Êóçàêîíü Â.Ì.

Àííîòàöèÿ Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñâîåé

ïåðâîé ÷àñòè, [1]. Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû è áèáëèîãðàôèþ

ðàáîòû [1], íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî. Íóìåðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ è áèáëèî-

ãðàôèè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæàåò íóìåðàöèþâ ÷. 1. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå èçó÷åíû îñîáåííîñòè ãîëîìîðôíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

îáîáùåííûõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóêòóð, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû íåêîòîðûå

èíâàðèàíòû òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âûÿâëåíû êëàññû ñòðóêòóð, íå äî-

ïóñêàþùèõ ãîëîìîðôíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå êëàññû,

èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Êëàññû Ãðåÿ-Õåðâåëëû, ïî÷òè ýðìèòîâû ñòðóêòóðû

Ïóñòü (M,J, g = 〈 ·, · 〉) � GAH-ìíîãîîáðàçèå, g → g̃ � h-ãåîäåçè÷åñêîå

ïðåîáðàçîâàíèå åãî GAH-ñòðóêòóðû, f � îïåðàòîð ãåîäåçè÷åñêîé äåôîð-

ìàöèè, ψ � ôîðìà ãåîäåçè÷åñêîãî èñêàæåíèÿ, ζ � âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîãî

èñêàæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1 Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

1) f ◦ J = J ◦ f ; 2) 〈〈fX, Y 〉〉 = 〈〈X, fY 〉〉; X,Y ∈ X(M). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî g̃(JX, Y ) = g(JX, fY ) = −g
(
X, J(fY )

)
. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, g̃(JX, Y ) = −g̃(X, JY ) = −g
(
X, f(JY )

)
. Ñðàâíèâàÿ, ñ ó÷åòîì íåâû-
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ðîæäåííîñòè ìåòðèêè ïîëó÷àåì (11). Äàëåå,

〈〈fX, Y 〉〉 = 〈fX, Y 〉+ ı〈J3(fX), Y 〉 = 〈X, fY 〉+ ı〈f ◦ J3X,Y 〉 =

= 〈X, fY 〉+ ı〈J3X, fY 〉 = 〈〈X, fY 〉〉.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè GAH-ñòðóêòóðû åå

âèðòóàëüíûé è ñòðóêòóðíûé òåíçîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

1)B̃(X,Y ) = B(X,Y )− a〈〈ζ, Y 〉〉X; 2)C̃(X,Y ) = C(X,Y ). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (3) ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â ôîðìå

∇̃X(J)Y = ∇X(J)Y − 〈〈Jζ, Y 〉〉X. (3)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èìååì:

2B̃(X,Y ) = ∇̃JX(J)Y − ∇̃X(J)(JY ) =

= ∇JX(J)Y − 〈〈Jζ, Y 〉〉JX −∇X(J)(JY ) + 〈〈Jζ, JY 〉〉X =

= 2B(X,Y )− 2α〈〈ζ, Y 〉〉X.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå.

Çàìå÷àíèå 1 Èç (54) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå C0 = 0 ðàâíîñèëüíî êîñî-

ñèììåòðè÷íîñòè ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì àðãóìåíòàì, â

÷àñòíîñòè, èíâàðèàíòíî ïðè h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Èçó÷èì òåïåðü, êàê ìåíÿåòñÿ ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè îáîá-

ùåííûé âåêòîð Ëè. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî âåêòîð η, äóàëüíûé ôîðìå

δΩ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

η = −αgij∇ej (J)ei.

Â ñàìîì äåëå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ∇X(Ω)(Y, Z) = α〈∇X(J)Y, Z〉. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, à òàêæå ôîðìóëû (42),

δΩ(Y ) = gij∇ej (Ω)(Y, ei) = αgij〈∇ej (J)Y, ei〉 = −αgij〈∇ej (J)ei, Y 〉.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðó η ñîîòâåòñòâóåò

âåêòîð η̃ = −αg̃ij∇̃ej (J)ei, äóàëüíûé 1-ôîðìå δ̃Ω̃, ãäå { e1, . . . , e2n } � ïðî-

èçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Tp(M), p ∈ M (âñå òåíçîðíûå ïîëÿ ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êå p). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà
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ãåîäåçè÷åñêîé äåôîðìàöèè, g̃ij = gikf
k
j . Ïîñêîëüêó (gij) = (gij)

−1, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî g̃ij = (f−1)ikg
kj . Ñ ó÷åòîì (3) èìååì:

η̃ = −α(f−1)ikg
kj∇̃ej (J)ei = −α(f−1)ikg

kj
(
∇ej (J)ei − 〈〈Jζ, ei〉〉ej

)
=

= −α
{
gkj∇ej (J)

(
(f−1)ek

)
− gkj〈〈Jζ, (f−1)ek〉〉ej

}
=

= −α
{
gkj∇ej (J)

(
(f−1)ek

)
− gkj〈Jζ, (f−1)ek〉ej − gkj〈J4ζ, (f−1)ek〉Jej

}
=

= −α
{
gkj∇ej (J)

(
(f−1)ek

)
− ej(f−1 ◦ J)ζ)ej − ej(J ◦ f−1)ζej

}
=

= −α
{
gkj∇ej (J)

(
(f−1)ek

)
− 2f−1(Jζ)

}
.

Î÷åâèäíî, åñëè { e1, . . . , en } � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

Tp(M) êàê C-ìîäóëÿ, ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåòñÿ â ôîðìå

η̃ =

n∑
a=1

‖ea‖2
{
−α∇ea(J)(f−1ea) +∇Jea(J)(f−1(Jea)

}
+ 2αf−1(Jζ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

J(η̃) = −α

(
n∑
a=1

‖ea‖2
{
−∇ea(J)(J ◦ f−1ea) +∇Jea(J)(f−1ea)

})
+

+2f−1(ζ) = −2α

(
n∑
a=1

‖ea‖2B(ea, f
−1ea)

)
+ 2f−1(ζ). (4)

Ëåììà 1 Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, (δ̃Ω̃ ◦ J)# = −Jη̃, ãäå # � îïåðàòîð

äóàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî

g̃((δ̃Ω̃ ◦ J)#, X) = δ̃Ω̃ ◦ J(X) = g̃(η̃, JX) = −g̃(Jη̃,X). Â ñèëó íåâûðîæ-

äåííîñòè ìåòðèêè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ñ ó÷åòîì ýòîé Ëåììû è (4),

ξ̃ = − α

n− 1
(δ̃Ω̃ ◦ J)# =

α

n− 1
J(η̃) =

= − 2

n− 1

n∑
a=1

(‖ea‖2B
(
ea, f

−1ea)
)

+
2α

n− 1
f−1(ζ). (5)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîð B∗, ñîïðÿæåííûé òåíçîðó B, ôîðìóëîé

〈〈B(X,Y ), Z〉〉 = 〈〈X,B∗(Y, Z)〉〉; X,Y, Z ∈ X(M).

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè GAH-ñòðóêòóðû
òåíçîð B∗ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

B̃∗(Y,Z) = f−1 ◦B∗(Y, fZ)− α〈〈Y, ζ〉〉Z; Y,Z ∈ X(M). (6)
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Äîêàçàòåëüñòâî Ñ ó÷åòîì (22),

h̃
(
X, B̃∗(Y,Z)

)
= h̃

(
B̃(X,Y ), Z

)
= h̃

(
B(X,Y ), Z

)
− α〈〈ζ, Y 〉〉h̃(X,Z) =

= 〈〈B(X,Y ), fZ〉〉 − α〈〈ζ, Y 〉〉〈〈X, fZ〉〉 =

= 〈〈X,B∗(Y, fZ)〉〉 − α〈〈ζ, Y 〉〉〈〈X, fZ〉〉,

è, ïîñêîëüêó h̃
(
X, B̃∗(Y,Z)

)
= h

(
X, f ◦B̃∗(Y,Z)

)
, ñ ó÷åòîì íåâûðîæäåííîñòè

ìåòðèêè ïîëó÷àåì (6).

Î÷åâèäíî, B∗(Y, Z) = −B∗(Z, Y ), ïîñêîëüêó, â ñèëó (5),

〈〈X,B∗(Y,Z)〉〉 = 〈〈B(X,Y ), Z〉〉 = −〈〈Y,B(X,Z)〉〉 =

= −〈〈B(X,Z), Y 〉〉 = −〈〈X,B∗(Z, Y )〉〉,

à ìåòðèêà íåâûðîæäåíà. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òåíçîð B̃∗, ñî-

ïðÿæåííûé îòíîñèòåëüíî ôîðìû h̃ âèðòóàëüíîìó òåíçîðó B̃ ïðåîáðàçîâàí-

íîé GAH-ñòðóêòóðû. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ è (6),

B∗(Y, fY ) = α〈〈Y, ζ〉〉fY ; Y ∈ X(M). (7)

Ïîëÿðèçàöèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

B∗(Y, fZ) +B∗(Z, fY ) = α(〈〈Y, ζ〉〉fZ + 〈〈Z, ζ〉〉fY ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

〈〈B(X,Y ), fZ〉〉+ 〈〈B(X,Z), fY 〉〉 = 〈〈X,B∗(Y, fZ)〉〉+

+〈〈X,B∗(Z, fY )〉〉 = α(〈〈ζ, Y 〉〉〈〈X, fZ〉〉+ 〈〈ζ, Z〉〉〈〈X, fY 〉〉.

Ñ ó÷åòîì (53) è íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

f ◦B(X,Y )−B(X, fY ) = α(〈〈ζ, Y 〉〉fX + 〈〈fX, Y 〉〉ζ). (8)

Çàìå÷àíèå 2 Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (8) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f ◦ C(X,Y ) −
C(X, fY ) = 0, è, òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûé òåíçîð f -ëèíååí ïî âòîðî-

ìó àðãóìåíòó.

Ïîëîæèâ â (8) X = ea, Y = f−1(ea), ïîëó÷èì:

n∑
a=1

‖ea‖2f ◦B(ea, f
−1ea) =

n∑
a=1

‖ea‖2B(ea, ea) +

+α

( n∑
a=1

‖ea‖2
{
〈〈ζ, f−1ea〉〉fea + 〈〈fea, f−1ea〉〉ζ

})
.
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Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì Ëåììû 2

n∑
a=1

‖ea‖2〈〈ζ, f−1ea〉〉fea = f

(
n∑
a=1

‖ea‖2〈〈ζ, f−1ea〉〉ea

)
= ζ,

n∑
a=1

‖ea‖2〈〈fea, f−1ea〉〉ζ = nζ,

â ñèëó ÷åãî ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

− 1

n− 1

n∑
a=1

‖ea‖2B(ea, f
−1ea) = f−1

(
trB − n+ 1

n− 1
αζ

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (5), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè GAH-ñòðóêòóðû
îáîáùåííûé âåêòîð Ëè ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

ξ̃ = f−1

(
ξ − αn

n− 1
ζ

)
. (9)

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè íåñêîëüêî âàæíûõ èíâàðèàíòîâ h-ãåîäåçè÷åñ-

êîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ GAH-ñòðóêòóðû. Ïðåæäå âñåãî, ñîãëàñíî (22), òàêèì

èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé òåíçîð C GAH-ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå,
ñîãëàñíî (9), ζ = n−1

n α(ξ − f ξ̃). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (21), ïîëó÷èì, ÷òî

B̃(X,Y )− n− 1

n
〈〈f ξ̃, Y 〉〉X = B(X,Y )− n− 1

n
〈〈ξ, Y 〉〉X.

Çàìå÷àÿ, ÷òî

〈〈f ξ̃, Y 〉〉 = 〈〈ξ̃, fY 〉〉 = h̃(ξ̃, Y ),

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî

B̃(X,Y )− n− 1

n
h̃(ξ̃, Y )X = B(X,Y )− n− 1

n
h(ξ, Y )X. (10)

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð J3 ê îáåèì ÷àñòÿì (10) è (22) è ïî÷ëåííî âû-

÷èòàÿ ýòè òîæäåñòâà, ñ ó÷åòîì Ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 7 ïîëó÷èì:

∇̃X(J)Y − n− 1

n
h̃J3ξ̃, Y )X = ∇X(J)Y − n− 1

n
h(J3ξ, Y )X. (11)

Ñîîòíîøåíèÿ (22), (10) è (11) ïîêàçûâàþò, ÷òî òåíçîðû β(X,Y ) = B(X,Y )−
n−1
n 〈〈ξ, Y 〉〉X, C(X,Y ) è µ(X,Y ) = ∇X(J)Y − n−1

n 〈〈J
3ξ, Y 〉〉X ÿâëÿþòñÿ èí-

âàðèàíòàìè h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé GAH-ñòðóêòóðû.
Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà GAH-

ñòðóêòóðà S = { J, g }, è ïóñòü g → g̃ � åå h-ãåîäåçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå,
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f � îïåðàòîð ãåîäåçè÷åñêîé äåôîðìàöèè, ζ � âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîãî èñêà-

æåíèÿ. Â ñèëó (9), ξ = f(ξ̃) + αn
n−1ζ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî îáðàòíûé

ïåðåõîä g̃ → g òàêæå ÿâëÿåòñÿ h-ãåîäåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð ãåîäåçè÷åñêîé äåôîðìàöèè f−1 è âåêòîð ãåîäåçè-

÷åñêîãî èñêàæåíèÿ −ζ. Â ñèëó (9), ξ = f
(
ξ̃ + αn

n−1ζ
)
, è, òàêèì îáðàçîì,

f−1(ζ) = ζ, ò.å. f(ζ) = ζ. Òàêèì îáðàçîì, ζ � íåïîäâèæíûé âåêòîð ýíäî-

ìîðôèçìà f . Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1, ‖ζ‖2 = ψ(ζ) = 0, ò.å. ζ � èçîòðîïíûé

âåêòîð. Äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 5 Âåêòîð ãåîäåçè÷åñêîãî èñêàæåíèÿ GAH-ñòðóêòóðû èçî-

òðîïåí è ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ãåîäåçè÷åñêîé äå-

ôîðìàöèè.

Çíà÷åíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ õîðîøî èëëþñòðèðóåòñÿ òåì, ÷òî åãî òðè-

âèàëüíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 2 î ãåîäåçè÷åñêîé æåñòêîñòè AH-
ñòðóêòóð ñî çíàêîîïðåäåëåííîé ìåòðèêîé. Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì âòîðîé

÷àñòè Ïðåäëîæåíèÿ 7, ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå ζ =
n−1
n α(f−1ξ − ξ̃). Ïðîäåëûâàÿ òå æå âûêëàäêè, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî

òåíçîð b(X,Y ) = B(X,Y ) − 〈〈f−1ξ, Y 〉〉X òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì h-

ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íî òîãäà òàêèì æå èíâàðèàíòîì áóäåò è

òåíçîð b− β, ò.å. òåíçîð δ(X,Y ) = 〈〈n−1
n ξ − f−1ξ, Y 〉〉X. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 Òåíçîðû

β(X,Y ) = B(X,Y )− n− 1

n
〈〈ξ, Y 〉〉X,

�(X,Y ) = C(X,Y ),

δ(X,Y ) = 〈〈n− 1

n
ξ − f−1ξ, Y 〉〉X,

µ(X,Y ) = ∇X(J)Y − n− 1

n
〈〈J3ξ, Y 〉〉X

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé GAH-
ñòðóêòóðû.

ÏóñòüM � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà GAH-ñòðóêòóðà
S = { J, g }, è ïóñòü g → g̃ � åå h-ãåîäåçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Çàìåòèì,

÷òî èç (6) ñëåäóåò, ÷òî

〈〈X,B∗(Y, Z)〉〉 = 〈〈B(X,Y ), Z〉〉 =

= 〈〈B0(X,Y ), Z〉〉+
1

2

(
〈〈ξ, Y 〉〉〈〈X,Z〉〉 − 〈〈X,Y 〉〉〈〈ξ, Z〉〉

)
,
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îòêóäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè,

B∗(Y, Z) = B∗0(Y,Z) +
1

2

(
〈〈Y, ξ〉〉Z − 〈〈Z, ξ〉〉Y

)
; Y, Z ∈ X(M).

Ïîëîæèâ çäåñü Z = fY , ïîëó÷èì:

B∗(Y, fY ) = B∗0(Y, fY ) +
1

2

(
〈〈Y, ξ〉〉fY − 〈〈fY, ξ〉〉Y

)
.

Ïóñòü, â ÷àñòíîñòè, B0 = 0. Ñ ó÷åòîì Òàáëèöû 1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðà

S ïðèíàäëåæèò êëàññó W1 ⊕W2 ⊕W4 (èëè ëþáîìó åãî ïîäêëàññó). Â ýòîì

ñëó÷àå

B∗(Y, fY ) =
1

2

(
〈〈Y, ξ〉〉fY − 〈〈fY, ξ〉〉Y

)
, Y ∈ X(M),

èëè, ñ ó÷åòîì (7),

〈〈Y, ξ − 2αζ〉〉fY = 〈〈fY, ξ〉〉Y, Y ∈ X(M). (12)

Ôèêñèðóåì òî÷êó p ∈M è óñëîâèìñÿ, ÷òî âñå òåíçîðíûå ïîëÿ ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â ýòîé òî÷êå. Ïóñòü ýíäîìîðôèçì f â ýòîé òî÷êå

ñêàëÿðåí. Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå

〈Y, ζ〉Y + 〈J3Y, ζ〉JY = 0.

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå Y ýëåìåíòû êàêîãî-ëèáî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Tp(M),

íå ñîäåðæàùåãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýíäîìîðôèçìà J , â ñèëó ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ Y è JY è íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè ïîëó÷èì, ÷òî

â ýòîé òî÷êå ζ = 0.

Ïóñòü òåïåðü ýíäîìîðôèçì f íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì â òî÷êå p. Ðàññìîò-

ðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) K = C. Âûáåðåì â Tp(M), ðàññìàòðèâàåìîì êàê C-ìîäóëü, áàçèñ,

ñîñòîÿùèé èç íåñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýíäîìîðôèçìà f . Åñëè Y � îäèí èç

âåêòîðîâ òàêîãî áàçèñà, òî âåêòîðû Y è fY áóäóò C-ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè,

è, â ñèëó (12),

〈〈fY, ξ〉〉 = 0, 〈〈Y, ξ − 2αζ〉〉 = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå ýëåìåíòà áàçèñà è íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè èç

ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ξ = 0, à èç âòîðîãî � ÷òî ζ = 0 â êàæäîé

òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû òðèâèàëüíî.

2) K = D. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (12) â òî÷êå p ∈M ïðèìåò âèä:

〈〈Y, ξ − 2ζ〉〉fY = 〈〈fY, ξ〉〉Y ; Y ∈ Tp(M). (13)
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Åñëè Y � íåñîáñòâåííûé âåêòîð ýíäîìîðôèçìà f , ñîîòíîøåíèå (13) âîçìîæ-

íî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíò 〈〈Y, ξ − ζ〉〉, à çíà÷èò, è ýëåìåíò 〈〈fY, ξ〉〉Y
� íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà D, è, òàêèì îáðàçîì,

〈Y, ξ − 2ζ〉 = ±〈JY, ξ − 2ζ〉; 〈fY, ξ〉 = ±〈(J ◦ f)Y, ξ〉.

Â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå Y ∈ Tp(M) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Jξ = ±ξ; J(ξ − 2ζ) = ±(∓)(ξ − 2ζ).

Â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèÿ çíàêîâ âîçìîæíû ñëó÷àè:

1. Jξ = ±ξ; Jζ = ±ζ;
2. Jξ = ±ξ; ξ = ζ ± Jζ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

〈Y, ξ − 2ζ〉f(Y ∓ JY ) = 〈fY, ξ〉(Y ∓ JY ).

Ðàññìîòðèì ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Tp(M),

ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ

f ◦ ( id± J). Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ Y ± JY è f(Y ± JY )

è íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè ïîëó÷àåì êàê è âûøå, ÷òî ξ = ζ = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

〈Y,−ζ ± Jζ〉f(Y ± JY ) = 〈fY, ζ ± Jζ〉(Y ± JY ).

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ζ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçîâàíèå GAH-ñòðóêòóðû ðàññìàò-

ðèâàåìîãî êëàññà òðèâèàëüíî, è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Ïðåäëîæåíèå 6 GAH-ñòðóêòóðà êëàññà W1⊕W2⊕W4 (à òàêæå ëþáîãî

åãî ïîäêëàññà) íå äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûõ h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-

íèé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà B1 = 0. Ñ ó÷åòîì Òàáëèöû 1 ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðà S ïðèíàäëåæèò êëàññó W1 ⊕ W2 ⊕ W3 èëè ëþ-

áîìó åãî ïîäêëàññó V . Â ýòîì ñëó÷àå ξ = 0, è, ñ ó÷åòîì Ïðåäëîæåíèÿ 4,

ξ̃ = − αn
n−1f

−1(ζ). Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 2 è Òàáëèöó 1, ìû âèäèì, ÷òî

ïðåîáðàçîâàííàÿ ñòðóêòóðà ïðèíàäëåæèò êëàññó V ⊕W4. Ïðè ýòîì îíà ïðè-

íàäëåæèò êëàññó V â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ζ = 0, ò.å. êîãäà h-

ãåîäåçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå òðèâèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî
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Ïðåäëîæåíèå 7 GAH-ñòðóêòóðà êëàññà V = W1⊕W2⊕W3, à òàêæå ëþ-

áîãî åãî ïîäêëàññà, ïðè h-ãåîäåçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåõîäèò â ñòðóê-

òóðó êëàññà V ⊕W4. Ïðè ýòîì îíà ïåðåõîäèò â ñòðóêòóðó êëàññà V òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà h-ãåîäåçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå òðèâèàëüíî.

Çàìå÷àíèå 3 Èç Ïðåäëîæåíèÿ 2 è Òàáëèöû 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

êëàññûW3⊕W4 èW1⊕W3⊕W4 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî h-ãåîäåçè÷åñêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Ñòðóêòóðà êëàññà V = W2 ⊕ W3 ⊕ W4, âîîáùå ãîâîðÿ,

ìîæåò ïåðåéòè â ñòðóêòóðó ëþáîãî êëàññà. Ïðè ýòîì îíà ïåðåõîäèò â

ñòðóêòóðó êëàññà V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòðóêòóðíûé òåíçîð

f -áèëèíååí. Â ñàìîì äåëå, ñòðóêòóðà êëàññà W2 ⊕W3 ⊕W4 õàðàêòåðèçó-

åòñÿ òåì, ÷òî C1 = 0, ò.å.

〈〈C(X,Y ), Z〉〉+ 〈〈C(Y,Z), X〉〉+ 〈〈C(Z,X), Y 〉〉 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåîáðàçîâàííàÿ ñòðóêòóðà áóäåò ïðèíàäëåæàòü ýòî-

ìó êëàññó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈〈C(X,Y ), fZ〉〉+ 〈〈C(Y,Z), fX〉〉+ 〈〈C(Z,X), fY 〉〉 = 0.

Çàìåíèâ â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè Z íà fZ è èñïîëüçóÿ âî âòîðîì ñîîòíî-

øåíèè f -ëèíåéíîñòü ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó (ñì.

Çàìå÷àíèå 3), à òàêæå (12), ïî÷ëåííî âû÷òåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ:

〈〈C(fZ,X), Y 〉〉 − 〈〈f ◦ C(Z,X), Y 〉〉 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C(fZ,X) = f ◦ C(Z,X), Z,X ∈ X(M).

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â Ïðåäëîæåíèÿõ 6 è 7, ñ ó÷åòîì ñäå-

ëàííîãî çàìå÷àíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ âñåõ îáîáùåí-

íûõ êëàññîâ Ãðåÿ-Õåðâåëëû ïðè h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ GAH-
ñòðóêòóð:

Òåîðåìà 2 GAH-ñòðóêòóðû êëàññîâ { 0 }, W1, W2, W4, W1⊕W2, W1⊕W4,

W2⊕W4, W1⊕W2⊕W4 íå äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûõ h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. GAH-ñòðóêòóðû êëàññîâ W3, W1⊕W3, W2⊕W3, W1⊕W2⊕W3

ïðè h-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ ïåðåõîäÿò â GAH-ñòðóêòóðû êëàññîâ

W3⊕W4, W1⊕W3⊕W4, W2⊕W3⊕W4, W1⊕W2⊕W3⊕W4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì GAH-ñòðóêòóðà êàæäîãî èç ýòèõ ÷åòûðåõ êëàññîâ ïåðåõîäèò

â ñòðóêòóðó òîãî æå êëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h-ãåîäåçè÷åñêîå
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ïðåîáðàçîâàíèå òðèâèàëüíî. Ñòðóêòóðà êëàññà W2 ⊕W3 ⊕W4 ìîæåò ïå-

ðåéòè â ñòðóêòóðó ëþáîãî êëàññà. Ïðè ýòîì îíà ïåðåõîäèò â ñòðóêòó-

ðó òîãî æå êëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðóêòóðíûé òåíçîð f -

áèëèíååí. Êëàññû W3 ⊕W4 è W1 ⊕W3 ⊕W4 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

h-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êèðè÷åíêî Â.Ô., Êóçàêîíü Â.Ì., Òåíþõ Ê.Ì. Îáîáùåííûå êëàññû Ãðåÿ-Õåðâåëëû è

ãîëîìîðôíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ñòðóê-

òóð, I. Proc. Inter. Geom. Center, v.1, � 1-2, 2008, p.23-39.



Proc. Intern. Geom. Center 2011 1(2) 16�21 dω

Ñðàâíåíèå äâóõ âèäîâ êîíå÷íûõ ïåðåíîñîâ âåê-
òîðîâ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà

Áàëàêèðåâà Åëåíà Áîðèñîâíà

Àííîòàöèÿ Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ïî ñâîåé ñóòè êîíå÷íûå

ïåðåíîñû âåêòîðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äâóì èçîìîðôíûì ãðóïïàì

è ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ òåíçîðà êðèâèçíû ðèìàíîâà

ïðîñòðàíñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Äåôîðìèðîâàííàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ · Êàíîíè-
÷åñêèé ïåðåíîñ · Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ · Òåíçîð êðèâèçíû ·

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàþòñÿ êîíå÷íûå ïå-

ðåíîñû âåêòîðîâ âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ. Ýòî êëàññè÷åñêèå ïàðàëëåëüíûå ïå-

ðåíîñû [1], è òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåíîñû, êîòîðûå áûëè îïðå-

äåëåíû â ðàáîòå [2], ïðè÷åì â èíôèíèòåçèìàëüíîì ñëó÷àå îíè ñîâïàäàþò.

Áóäó÷è äîïîëíåííûå ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ðåïåðîâ, ìíîæåñòâà òà-

êèõ ïåðåíîñîâ çàìûêàþòñÿ â èçîìîðôíûå äðóã äðóãó ãðóïïû, êîòîðûå áóäåì

îáîçíà÷àòü DP è DT ñîîòâåòñòâåííî.

Ãðóïïà DT ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ äåôîðìèðîâàííîé ãðóïïû

äèôôåîìîðôèçìîâ T gH è äëÿ íå¼ â ðîáîòå [3] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, ñî-

ãëàñíî êîòîðîé òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ äëèíû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïðè

òðàíñëÿöèÿõ ãðóïïû DT ñòàíîâèòñÿ óñëîâèåì ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî

ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà äëÿ ãðóï-

ïû T gH . Ïîýòîìó ãðóïïîé DT êðèâèçíà, â äóõå Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû
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Ô.Êëåéíà [4], ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ òåíçîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî

èçìåíåíèå äëèíû âåêòîðîâ ïðè êîíå÷íûõ ïåðåíîñàõ.

ÃðóïïàDP äà¼ò êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå êðèâèçíû, à èìåííî, îïðåäåëåíèå

òåíçîðà êðèâèçíû ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà

âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ïðîâåñòè àíàëîãèþ ìåæäó êî-

íå÷íûìè ïåðåíîñàìè äâóõ èçîìîðôíûõ ãðóïï è ïîëó÷èòü ñóãóáî ãðóïïîâîå

îïèñàíèå êðèâèçíû ãðóïïîé DP .

2 Êàíîíè÷åñêèå êîíå÷íûå ïåðåíîñû âåêòîðîâ

Äåôîðìèðîâàííàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ T gH ïðîñòðàíñòâà M çàäà¼ò

ñâîèì çàêîíîì óìíîæåíèÿ ïåðåíîñ âåêòîðà θ èç òî÷êè x′ â òî÷êó x [5](äàëåå

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ðàáîòå [5]):

θµ(x) := λ(x, t̃)µνθ
ν(x′), (1)

ãäå t̃ = x′ − x - êîíå÷íîå ñìåùåíèå; x, x′ ∈ M . Â êîîðäèíàòíîì áàçèñå ∂ν
(äëÿ íåãî âûáðàíû èíäåêñû èç ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà) ôóíêöèè

λ(x, t̃)µν := ∂ν̃H
µ(x, t̃)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè äåôîðìàöèè Hµ, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ ïîñòðîåíà ãðóïïà T gH (çäåñü è äàëåå èíäåêñ ñ âîëíîé îáîçíà÷àåò

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó t̃ ).

Äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñìåùåíèé t̃ = τ ïåðåíîñ (1) ñîâïàäàåò ñ ïàðàë-

ëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðà θ â ïðîñòðàíñòâå àôèííîé ñâÿçíîñòè ñ êîýôôè-

öèåíòàìè ñâÿçíîñòè

Γ (x)µνρ = ∂ν̃λ(x, t̃)µρ |t̃=0 = ∂2
ν̃ρ̃H

µ(x, t̃),

èç îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñðàçó ñëåäóåò óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ:

Γ (x)µνρ = Γ (x)µρν .

Äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ãðóïï T gH îòîáðàæåíèå äåôîðìàöèè Hµ , à çíà÷èò

è êîíå÷íûé ïåðåíîñ (1), êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü êàíî-

íè÷åñêèì, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Γ (x)µνρ è äëÿ âåêòîðà τ ,

êàñàòåëüíîãî ê ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x è x′, ñîâïàäàåò ñ ïà-

ðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü íå¼, à äëÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ íå ñîâïàäàåò,

âñëåäñòâèå äåâèàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ [2].

Îïðåäåëèì òåíçîð, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå äëèíû âåêòîðîâ ïðè

òðàíñëÿöèÿõ ãðóïïû DT :

Gλ(x, t̃)µν := λ−1(x, t̃)ρµg(x′)ρσλ
−1(x, t̃)σν . (2)
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Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé g(x)µν óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ äëèíû

ïðîèçâîëüíîãî âåêòîð ïðè êîíå÷íîì ïåðåíîñå

Gλ(x, t̃)µν = g(x)µν , (3)

âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ

Pλ(x, t̃)µρν := ∂ρ̃λ(x, t̃)µν − ∂ν̃λ(x, t̃)µρ = 0, (4)

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà êðèâèçíû

R(x)ησδρ = 0.

Ïðè÷¼ì, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì óðàâ-

íåíèåì ãðóïïû T gH è åãî âûïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñó-

ùåñòâîâàíèÿ äàííîé ãðóïïû.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñðàçó ñëåäóåò óñëîâèå ñîãëàñîâàííî-

ñòè ñâÿçíîñòè ñ ìåòðèêîé

∂δ̃Gλ(x, t̃)µν |t̃=0 = 0. (5)

Äèôôåðåíöèðóÿ íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèÿ (2), óñëîâèå (5) ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå:

Γ (x)·µνδ + Γ (x)·νµδ = ∂δ̃g(x′)µν (6)

(òî÷êàìè çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ îïóñêàíèÿ èíäåêñà, êîòîðàÿ

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà g(x)µν ). Ôóíêöèè Γ (x)µνρ, èç-çà îòñóò-

ñòâèÿ êðó÷åíèÿ è ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (6), ïðèîáðåòàþò çíà÷åíèå ñèìâîëîâ

Êðèñòîôôåëÿ:

Γ (x)ηρσ = 1
2g(x)ην(∂ρg(x)σν + ∂σg(x)ρν − ∂νg(x)ρσ).

Òîãäà, âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (4) äëÿ ãðóïïû T gH , âûðàæå-

íèå ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

g(x′)ρσ = λ(x, t̃)µρλ(x, t̃)νσg(x)µν (7)

è åãî ïðîèçâîäíûå ∂δ̃g(x′)ρσ = g(x)µν(λνσ∂δ̃λ
µ
ρ+λµρ∂δ̃λ

ν
σ), à çíà÷èò âû÷èñëåíèå

ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ â òî÷êå x′

Γ (x′)ηρσ = 1
2g(x′)ην [2λ(x, t̃)δν∂ρ̃λ(x, t̃)µσ]g(x)µδ,
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äàñò íàì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∂ρ̃λ(x, t̃)µσ = λ(x, t̃)µνΓ (x′)νρσ. (8)

Óñëîâèå åãî èíòåãðèðóåìîñòè

λ(x, t̃)µη (∂δΓ (x′)ηρσ − ∂ρΓ (x′)ηδσ + Γ (x′)ηδνΓ (x′)νρσ − Γ (x′)ηρνΓ (x′)νδσ) = 0 (9)

è äàåò ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà êðèâèçíû.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñîõðàíåíèå äëèíû ïðîèçâîëüíîãî âåêòî-

ðà ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåíîñàõ, âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà íóëþ òåíçîðà Pλ ,

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Çíà÷èò, âñÿ èíôîðìàöèÿ î êðè-

âèçíå ñîäåðæèòñÿ â ñèììåòðè÷íîì òåíçîðå Gλ . Â ðàáîòå [2] áûëî ïîëó÷åíî

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∂δ̃ρ̃Gλ(x, t̃)µν |t̃=0 = −2

3
R(x)·µσνρ. (10)

3 Ïàðàëëåëüíûå êîíå÷íûå ïåðåíîñû âåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

θµ(x) := π(x, t̃)µνθ
ν(x′) (11)

âåêòîðà θ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëèíà âåêòîðîâ ïðè ïåðå-

íîñå (11) ñîõðàíÿåòñÿ:

Gπ(x, t̃)µν = g(x)µν ,

Çäåñü, ïî àíàëîãèè ñ ãðóïïîé DT , îïðåäåëèì òåíçîð

Gπ(x, t̃)µν := π−1(x, t̃)ρµg(x′)ρσπ
−1(x, t̃)σν . (12)

Òîãäà äëÿ èñêðèâë¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì îòëè÷èå îò

íóëÿ òåíçîðà

Pπ(x, t̃)µρν := ∂ρ̃π(x, t̃)µν − ∂ν̃π(x, t̃)µρ 6= 0. (13)

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ ïðè ýòîì óæå íå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-

ñêè, à åãî â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå íóæíî äîïîëíèòåëüíî íàëàãàòü:

Pπ(x, t̃)µρν |t̃=0 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èìåííî òåíçîð (13) áóäåò ñîäåðæàòü èíôîð-

ìàöèÿ î êðèâèçíå. Äëÿ ýòîãî ïðîâåä¼ì ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäû-

äóùèì.

Çàïèøåì çíà÷åíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôåëëÿ â òî÷êå x′ ñ ó÷¼òîì òðåáîâà-

íèÿ (13):
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Γ (x′)κσρ = 1
2g(x′)κδ[πνρPπ(x, t̃)µσδ+πνσPπ(x, t̃)µρδ+ 1

2π
ν
δ (Pπ(x, t̃)µσρ+2∂ρ̃π

µ
σ)]g(x)µν

Àíàëîã óðàâíåíèÿ (8) çäåñü áóäåò èìåòü áîëåå ñëîæíûé âèä:

∂ρ̃π
ξ
σ = πξκΓ (x′)κρσ + 1

2Pπ(x, t̃)ξρσ − 1
2g
ξηπ−1δ

η (πνρPπ(x, t̃)·νσδ + πνσPπ(x, t̃)·νρδ).

Óñëîâèåì åãî èíòåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå òåíçîð

êðèâèçíû ÷åðåç íàáîð ïðîèçâîäíûõ ïî t̃ â íóëå îò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåí-

çîðà Pπ(x, t̃)µρν :

R(x)ησδρ = −σ(x)ησ[δρ] + σ(x)·ησ·[δρ] + σ(x)·η[δ|·σ|ρ], (14)

ãäå σ(x)ησδρ := ∂ρ̃Pπ(x, t̃)ησδ|t̃=0.

Ïðåäëîæåíèå 1 Òåíçîð êðèâèçíû ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè âòîðîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ ñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà Gλ äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåíîñîâ, èëè êîýôôèöèåíòàìè ïðè

ïåðâîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Pπ äëÿ ïàðàë-

ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ.

Êàíîíè÷åñêèé ïåðåíîñ, ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ðàáîòå, ñîîòâåòñòâó-

åò ãðóïïå DT è èìååò âàæíîå ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåî-

ðèè ãðàâèòàöèè [3]. Â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå äâèæåíèå ÷àñòèö ïðîèñõîäèò

ïî ãåîäåçè÷åñêèì, à óñëîâèå êàíîíè÷íîñòè äåôîðìàöèé îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåò ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ,

ñîõðàíÿþùèé äëèíó âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïåDP è èìååò âàæíîå ãåî-

ìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèå. Èçîìîðôèçì äàííûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì

äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

4 Âûâîäû

Ðàññìîòðåíû êîíå÷íûå êàíîíè÷åñêèé è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñû âåêòîðîâ â

ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå èõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ââåäåíû

àíòèñèììåòðè÷íûé è ñèììåòðè÷íûé òåíçîðû. Äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàëëåëüíûõ

ïåðåíîñîâ ïîëó÷åíî âûðàæåíèå òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç íàáîð ïðîèçâîäíûõ

îò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèâèçíà ðèìàíîâà ïðîñòðàí-

ñòâà îäíîçíà÷íî, õîòÿ è ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ äàííûìè

òåíçîðàìè.
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Êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i, ÿê çàñiá àêòèâiçàöi¨ ïiçíà-
âàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ïðè âèâ÷åííi ìàòåìàòèêè

Î.I. Áàðàí Â.Ì. Äàðìîñþê

Àííîòàöèÿ Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ðîëü i ìiñöå êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨

â ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié îñâiòi, îá ðóíòîâó¹òüñÿ íåîáõiäíiñòü ïîäàëüøîãî

óäîñêîíàëåííÿ ìåòîäèêè âèêëàäàííÿ öüîãî ðîçäiëó äëÿ ó÷íiâ i ñòóäåíòiâ, à

òàêîæ äëÿ ìàéáóòíiõ âèêëàäà÷iâ ìàòåìàòèêè. Äëÿ àêòèâiçàöi¨ ïiçíàâàëüíî¨

i íàâ÷àëüíî¨ äiÿëüíîñòi ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ ãåîìåòði¨ ïðîïîíóþòüñÿ çàäà÷i

ïðèêëàäíîãî ñïðÿìóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ãåîìåòði¨, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ãåî-

ìåòðè÷íèõ çàäà÷, ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ, òåîðiÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ,

êîíñòðóêòèâíà ãåîìåòðiÿ, öèðêóëü i ëiíiéêà, ïðèêëàäíi çàäà÷i.

ÓÄÊ 514.115

1 Âñòóï

Çðîñòàþ÷à ðîëü ìàòåìàòèêè â ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ íàóêîâî-òåõíi÷íîãî ïðîãðå-

ñó ñòàâèòü ïåðåä ñó÷àñíîþ îñâiòîþ çàâäàííÿ åôåêòèâíî¨ äîïîìîãè âñiì, õòî

íàâ÷à¹òüñÿ, â îâîëîäiííi òåîðåòè÷íèìè i ïðàêòè÷íèìè çíàííÿìè i âëàñòèâèì

öüîìó ïðåäìåòó ñòèëåì ìèñëåííÿ, ÿêèé ¹ âàæëèâèì êîìïîíåíòîì çàãàëüíî¨

êóëüòóðè ñó÷àñíî¨ ëþäèíè. Îñîáëèâî¨ óâàãè â öüîìó àñïåêòi âèìàãà¹ ïiä-

ãîòîâêà äî âèâ÷åííÿ íîâèõ ðîçäiëiâ, êîëè íîâèé çìiñò ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè

ïðåä'ÿâëÿ¹ ïiäâèùåíi âèìîãè äî ðiâíÿ íàâ÷àëüíî - ïiçíàâàëüíî¨ äiÿëüíîñòi.

Ðàçîì ç òèì, ïiäâèùåííÿ ÿêîñòi i ïðîäóêòèâíîñòi ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi ó÷íiâ
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i ñòóäåíòiâ ïîâ'ÿçàíå ç íàðîùóâàííÿì iíòåëåêòóàëüíîãî ïîòåíöiàëó âñüîãî

íàâ÷àëüíî-ïiçíàâàëüíîãî ïðîöåñó, çàëåæèòü âiä ðiâíÿ ñàìîîñâiòè, ñòèìóëþ-

âàííÿ i ðîçâèòêó ïiçíàâàëüíèõ i òâîð÷èõ iíòåðåñiâ. Ïðîöåñ íàâ÷àííÿ ó÷íiâ

àáî ñòóäåíòiâ ïåðåäáà÷à¹ äîñÿãíåííÿ äâîõ ñàìîñòiéíèõ, àëå âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ

çàâäàíü: îâîëîäiííÿ, òèìè õòî íàâ÷à¹òüñÿ, çìiñòîì êîíêðåòíîãî ðîçäiëó àáî

ïðåäìåòó òà öiëåñïðÿìîâàíå ôîðìóâàííÿ ó íèõ ïðèéîìiâ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíî-

ñòi. Ôîðìóâàííÿ ïðèéîìiâ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi, óìiííÿ â÷èòèñÿ - çàâäàííÿ,

ÿêå íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè íà âñiõ åòàïàõ íàâ÷àííÿ. Îñîáëèâî¨ óâàãè â öüîìó

ïëàíi âèìàãàþòü ñòàðøîêëàñíèêè i ñòóäåíòè, ó ÿêèõ ìèñëåííÿ ç ïåðåâàæíî

åìïiðè÷íîãî ðiâíÿ ïåðåõîäèòü íà ïåðåâàæíî òåîðåòè÷íèé, i òîìó ñèëüíiøå

âiä÷óâàþòüñÿ íå òiëüêè ïðîãàëèíè â çíàííÿõ, àëå i âiäñóòíiñòü ñôîðìîâàíèõ

ðàöiîíàëüíèõ ïðèéîìiâ íàâ÷àííÿ.

Ó ñòàòòi ïðåäñòàâëåíî îäèí ç âàðiàíòiâ ìåòîäèêè öiëåñïðÿìîâàíîãî ôîð-

ìóâàííÿ i ñèñòåìàòèçàöi¨ ïðèéîìiâ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi çàñîáàìè êîíñòðóê-

òèâíî¨ ãåîìåòði¨. Ïðè öüîìó àêòèâiçàöiÿ ïiçíàâàëüíî¨ äiÿëüíîñòi äîñÿãà¹òü-

ñÿ çàñîáàìè ïðîáëåìíîãî íàâ÷àííÿ. Òåîðåòè÷íi îñíîâè i ïðîáëåìè ìåòîäèêè

âèêëàäàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨  ðóíòîâíî ðîçãëÿäàëèñÿ â íàâ÷àëüíî-

ìåòîäè÷íèõ ïîñiáíèêàõ [2], [3], [7] òîùî, à çáiðíèêè [1], [4], [5], [9], [10], [11],

ÿêi ñòðóêòóðîâàíi çà òèïàìè i ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ìîæíà ââàæàòè

íàéáiëüø ïîâíèìè i òàêèìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü óñiì âèìîãàì äî çàäà÷íèêiâ

òàêîãî òèïó. Àëå ïèòàííÿ ïîäàëüøîãî óäîñêîíàëåííÿ i ïiäâèùåííÿ åôåêòèâ-

íîñòi âèâ÷åííÿ ìåòîäiâ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíèì.

2 Íàðèñè ç iñòîði¨ êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨

Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ ãåîìåòði¨ (â êðåñëåíi, æèâîïèñi, àð-

õiòåêòóði òîùî) íåîáõiäíî âèêîíóâàòè ïîáóäîâè äåÿêèõ øóêàíèõ ôiãóð: íà-

êðåñëèòè ¨õ íà ïàïåði, íàìàëþâàòè íà ïîëîòíi êàðòèíè, ñêëàñòè ïëàí ìiñ-

öåâîñòi i ò.ï. Öi ïîáóäîâè âèêîíóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êðåñëÿðñüêèõ iíñòðó-

ìåíòiâ i çíàðÿäü, çîêðåìà òàêèõ ÿê îëiâåöü i ëiíiéêà, öèðêóëü, ðåéñôåäåð,

êîñèíåöü òîùî. Òàêi çàäà÷i ìàòåìàòèêàì âiäîìi ç äàâíiõ ÷àñiâ. À íàðèñè

ç iñòîði¨ êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨ ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ

àêòèâiçàöi¨ íàâ÷àëüíî-ïiçíàâàëüíîãî ïðîöåñó.

Ïåðøèì çíàðÿääÿì äëÿ âèêîíàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ áóëà ìîòóç-

êà. Ïðî öå ñâiä÷àòü íàñòóïíi ôàêòè. Íàéñòàðiøèé iíäiéñüêèé ãåîìåòðè÷íèé

òðàêòàò, ïðèñâÿ÷åíèé ïðàâèëàì ïîáóäîâè âiâòàðiâ, íàçèâàâñÿ Sulva-Sutra -

"Ïðàâèëà ìîòóçêèùî ñâiä÷èòü ïðî øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â ïî÷àòêîâèõ ãåî-

ìåòðè÷íèõ ïîáóäîâàõ ñàìå öüîãî íàéïðîñòiøîãî çíàðÿääÿ. Ïðî ¹ãèïåòñüêèõ
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çåìëåìiðiâ, ÿê ïðî ñâî¨õ â÷èòåëiâ, ç íàéâèùîþ ïîâàãîþ ïèñàâ Äåìîêðiò, ÿêèé

íàçèâàâ ¨õ ãàðïåäîíàïòàìè, òîáòî "íàòÿãóâà÷àìè ìîòóçêè". �ãèïòÿíè, ÿêi

íå áåç ïiäñòàâ ââàæàþòüñÿ òàêîæ â÷èòåëÿìè Ïiôàãîðà, äëÿ ïîáóäîâè ïðÿ-

ìèõ êóòiâ âèêîðèñòîâóâàëè ìîòóçêó, ïîäiëåíó íà äâàíàäöÿòü ðiâíèõ ÷àñòèí,

çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ âîíè áóäóâàëè "¹ãèïåòñüêèé"ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç

ñòîðîíàìè 3, 4 i 5.

Ñòàðîäàâíi ãðåêè ïðèïèñóþòü âèíàéäåííÿ öèðêóëÿ i ëiíiéêè, òîáòî äâîõ

îñíîâíèõ òðàäèöiéíèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ âèêîíàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ,

Ôàëåñó Ìiëåòñüêîìó (VI ñò. äî í.å.). Ó âñÿêîìó ðàçi ¹ ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî

¹ãèïåòñüêi "íàòÿãóâà÷i ìîòóçêè ó ÿêèõ íàâ÷àâñÿ Ôàëåñ, íå êîðèñòóâàëèñÿ

öèìè iíñòðóìåíòàìè. Íåçàëåæíî öèðêóëü i ëiíiéêó âèíàéøëè òàêîæ ó Êèòà¨:

ñïåöiàëüíi i¹ðîãëiôè äëÿ ïîçíà÷åííÿ öèõ iíñòðóìåíòiâ âèíèêëè ó êèòàéñüêié

ïèñüìåííîñòi â ñåðåäèíi II ñò. äî í.å.

Ñòàðîäàâíi ãðåêè öèðêóëü ðàçîì ç ëiíiéêîþ ââàæàëè îñíîâíèìè iíñòðó-

ìåíòàìè äëÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ. Çàäà÷à ââàæàëàñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ, ÿêùî

¨¨ âäàâàëîñÿ çâåñòè äî ïåâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîáóäîâ çà äîïîìîãîþ öèðêó-

ëÿ i ëiíiéêè. Ïðî ïðàêòè÷íå ïîõîäæåííÿ îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ôiãóð i

ïðî òi çíàðÿääÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ ïîáóäîâè öèõ ôiãóð íà ïëî-

ùèíi ñâiä÷àòü ¨õ íàçâè. Ñëîâî "òî÷êà" - îñíîâíå ïîíÿòòÿ ãåîìåòði¨ - ¹ ïå-

ðåêëàäîì ëàòèíñüêîãî ñëîâà "pungo ùî îçíà÷à¹ "òèêàþ "äîòîðêàþñÿ çâiäñè,

äî ðå÷i, ïîõîäèòü i ìåäè÷íèé òåðìií "ïóíêöiÿ". Ñëîâî "ëiíiÿ"ïîõîäèòü âiä

ëàòèíñüêîãî ñëîâà "linea ùî çíà÷èòü "ëüîí "ëüíÿíà íèòêà"; iíîäi öå ñëîâî

ðîçóìiþòü ÿê "ïðÿìà ëiíiÿ i çâiäñè ïîõîäèòü íàçâà ïðèñòðîþ äëÿ êðåñëåí-

íÿ ïðÿìèõ ëiíié - "ëiíiéêà". Ñëîâî "öèðêóëü" - ëàòèíñüêîãî ïîõîäæåííÿ.

Ëàòèíñüêå "circulus"îçíà÷à¹ êîëî, êðóã, îáâiä. Ìîæíà âêàçàòè ùå öiëèé ðÿä

iíøèõ ãåîìåòðè÷íèõ òåðìiíiâ ÿâíî ïðàêòè÷íîãî ïîõîäæåííÿ, ÿêi çáåðåãëèñÿ

äî íàøîãî ÷àñó, àáî çíàõîäèëèñü ó êîðèñòóâàííi ðàíiøå.

Êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i ìàþòü âàæëèâå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ äëÿ âèìiðþ-

âàíü íà çåìíié ïîâåðõíi. Ó XVII ñò. ãîëëàíäñüêèé â÷åíèé Â.Ñíåëëióñ (1581-

1626) çàïðîïîíóâàâ äëÿ âèìiðþâàííÿ âåëèêèõ âiäñòàíåé êîðèñòóâàòèñÿ ëàí-

öþæêîì òðèêóòíèêiâ. Öåé ìåòîä, ÿêèé áóëî íàçâàíî ìåòîäîì òðiàíãóëÿöi¨,

âèÿâèâñÿ íàäçâè÷àéíî öiííèì äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, îñêiëüêè íå

âèìàãà¹ áåçïîñåðåäíüî âèìiðþâàòè âåëèêi âiäñòàíi íà ìiñöåâîñòi. Îñîáëèâî

öåé ìåòîä ñòà¹ êîðèñíèì, êîëè, ÷åðåç íàÿâíiñòü ïåðåøêîä, áåçïîñåðåäíüî

ïåâíó âiäñòàíü âèìiðÿòè íåìîæëèâî. Ó öüîìó âèïàäêó ïîáóäîâà ëàíöþæêà

òðèêóòíèêiâ âèðiøó¹ ñïðàâó. Ïðè öüîìó ìåòîäi îñíîâíà ðîáîòà çâîäèòüñÿ äî

êóòîâèõ âèìiðþâàíü i ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü, ùî íàáàãàòî ïðîñòiøå i äåøåâ-
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øå ó ïîðiâíÿííi ç ëiíiéíèìè: äîñèòü ðåòåëüíî âèìiðÿòè ëèøå îäíó ç ñòîðií

áàçèñíîãî òðèêóòíèêà.

Âïåðøå òðiàíãóëÿöiþ ó âåëè÷åçíèõ ìàñøòàáàõ áóëî çäiéñíåíî äëÿ âèçíà-

÷åííÿ äóãè Ïàðèçüêîãî ìåðèäiàíó ìiæ ïàðàëåëÿìè Äþíêåðêà i Áàðñåëîíè.

Âñi âèìiðþâàííÿ i îá÷èñëåííÿ áóëè ðîçïî÷àòi ó 1780 ðîöi óñëàâëåíèìè ìà-

òåìàòèêàìè Ïàðèçüêî¨ àêàäåìi¨ íàóê i ïðîäîâæóâàëèñÿ áëèçüêî äâàäöÿòè

ðîêiâ. Îäíà ñîðîêàìiëüéîííà ÷àñòèíà äîâæèíè Ïàðèçüêîãî ìåðèäiàíó ñïî-

÷àòêó i îäåðæàëà íàçâó "ìåòð"i áóëà ïîêëàäåíà ó îñíîâó ìåòðè÷íî¨ äåñÿòêî-

âî¨ ñèñòåìè ìið. Ó Ðîñi¨ ùå áiëüø ãðàíäiîçíi âèìiðþâàííÿ çäiéñíèâ âiäîìèé

àñòðîíîì Â.ß.Ñòðóâå (1793-1864) ó Ôiíëÿíäi¨ òà Ïðèáàëòiéñüêèõ ãóáåðíiÿõ.

Äóãà, ÿêó ïðè öüîìó âèìiðþâàëè, ñêëàäàëà 25◦ 20′ . Òðiàíãóëÿöiéíà ìåðåæà

ñêëàäàëàñÿ ç 258 òðèêóòíèêiâ, äëÿ ÿêèõ ó ðiçíèõ ïóíêòàõ áóëî âèçíà÷åíî

10 áàçèñiâ ("çàéâi"áàçèñíi âiäðiçêè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ äëÿ êîíòðîëþ îá÷èñ-

ëåíü). Ïðè îá÷èñëåííÿõ áóëè çðîáëåíi ïîïðàâêè íà êðèâèçíó ïîâåðõíi çåìíî¨

êóëi.

3 Ïðèêëàäè êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ ç ïðàêòè÷íèì çìiñòîì

Çàäà÷i íà ïîáóäîâó ãåîìåòðè÷íèõ ôiãóð, ÿêi ìàþòü íàïåðåä âèçíà÷åíi âëà-

ñòèâîñòi, òà ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ñêëàäàþòü ðîçäië ãåîìåòði¨,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíîþ ãåîìåòði¹þ. Ïèòàííÿ öüîãî ðîçäiëó ñòà-

íîâëÿòü òàêîæ âàæëèâó ÷àñòèíó øêiëüíîãî êóðñó ïëàíiìåòði¨ i ÿâëÿþòü

ñîáîþ âàæëèâèé çàñiá äëÿ ãëèáîêîãî îçíàéîìëåííÿ ç âëàñòèâîñòÿìè ãåî-

ìåòðè÷íèõ ôiãóð. Äàíèé ðîçäië ãåîìåòði¨ ¹ òàêîæ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ ÷à-

ñòèíîþ ïðîôåñiéíî¨ ïiäãîòîâêè ìàéáóòíiõ â÷èòåëiâ ìàòåìàòèêè, êîíñòðóê-

òîðiâ, àðõiòåêòîðiâ, õóäîæíèêiâ. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè êîíñòðóêòèâíèõ çà-

äà÷ ç ïðàêòè÷íèì çìiñòîì i ïðîiëþñòðó¹ìî ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ. Òàêi çà-

äà÷i ìàþòü ïðàêòè÷íó ñïðÿìîâàíiñòü i íîñÿòü òâîð÷èé õàðàêòåð, i òîìó âîíè

íàéêðàùå ïiäõîäÿòü äëÿ ðîçâèòêó ëîãi÷íîãî ìèñëåííÿ ó÷íiâ.

Ïðèìåð 1 (Ïåðøà çàäà÷à Ëüþ¨ñà Êåððîëà [7]). Çåìåëüíà äiëÿíêà ìà¹ ôîð-

ìó êóòà. Âñåðåäèíi êóòà çàäàíî òî÷êó. Ïðîâåñòè ÷åðåç öþ òî÷êó ïðÿìó

òàê, ùîá ïëîùà óòâîðåíîãî òðèêóòíèê áóëà íàéìåíøîþ.

Iñòîðè÷íà äîâiäêà. Êåððîë (Carroll) Ëüþ¨ñ, äiéñíå iì'ÿ ×àðëç Ëþòâiäæ

(Ëàòó¨äæ) Äîäæñîí (Dodgson), (1832-1898), àíãëiéñüêèé ïèñüìåííèê, ìà-

òåìàòèê i ëîãiê. Àâòîð ïîïóëÿðíèõ ïîâiñòåé äëÿ äiòåé "Àëiñà â êðà¨íi

÷óäåñ"(1865) i "Àëiñà â Çàäçåðêàëëi"(1871). Íàóêîâi ðîáîòè Êåððîëà ïåðåä-

áà÷èëè äåÿêi iäå¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.
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Äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé êóò i âñå-

ðåäèíi íüîãî òî÷êó P, ÷åðåç ÿêó ïðîõîäèòü äåÿêà ñi÷íà. Ïðè öüîìó ñi÷íà BC

ìîæå ïîâåðòàòèñÿ íàâêîëî çàäàíî¨ òî÷êè P, àëå íå ìîæå áóòè ïàðàëåëüíîþ

äî ñòîðií AB i BC äàíîãî êóòà. Òîáòî, ïàðàëåëîãðàì AMPN áóäå çàâæäè

íàëåæàòè øóêàíîìó òðèêóòíèêó ABC i éîãî ïëîùà áóäå çàëèøàòèñÿ íåçìií-

íîþ. Íåõàé çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà i øóêàíèé òðèêóòíèê ABC ïîáóäîâàíî. Òåïåð

çðîçóìiëî, ùî ñi÷íà áóäå çàéìàòè øóêàíå ïîëîæåííÿ òîäi, êîëè ñóìà ïëîù

ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ MBP i NPC áóäå íàéìåíøîþ.

Ðèñ. 1

Òàêó ñóìó ïëîù S çíàéäåìî çà òàêîþ ôîðìóëîþ: S = 1
2bx · sinα + 1

2ay ·
sinα = 1

2 (bx+ ay)sinα

Ç iíøîãî áîêó, ç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ MBP i NPC ìà¹ìî: ya = b
x =⇒

y = ab
x .

Ïiäñòàâëÿ¹ìî öå ñïiââiäíîøåííÿ â ïîïåðåäíþ ôîðìóëó i îäåðæó¹ìî:

S = 1
2b(x + a2

x )sinα. Îòæå, äëÿ òîãî ùîá ïëîùà òðèêóòíèêà ABC áóëà

íàéìåíøîþ, íåîáõiäíî çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ çìiííî¨ x, ùîá âèðàç z = x+ a2

x

áóâ ìiíiìàëüíèì ç óñiõ ìîæëèâèõ.

Ïåðøèé ñïîñiá. Ñêîðèñòà¹ìîñü âiäîìîþ íåðiâíiñòþ äëÿ äîäàòíèõ ÷è-

ñåë: m2 + n2 ≥ 2mn. Òîáòî, â íàøîìó âèïàäêó îäåðæó¹ìî: z = x + a2

x =

(
√
x)2 + ( a√

x
)2 ≥ 2

√
x a√

x
= 2a. Ïðè÷îìó âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi áóäå íàáóâà-

òè ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè
√
x = a√

x
=⇒ x = a.

Äðóãèé ñïîñiá.Çíàéäåìî åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ z = x+ a2

x çà äîïîìîãîþ

ïîõiäíî¨: dz
dx = 1 − a2

x2 = 0 =⇒ x = a . Ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = a

çìiíþ¹ çíàê ç ìiíóñà íà ïëþñ (äðóãà ïîõiäíà áiëüøà íóëÿ). Oòæå, â öié òî÷öi

äîñÿãà¹òüñÿ ìiíiìóì.

Ïîáóäîâà. Ç àíàëiçó çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî MP i NP - ñåðåäíi ëiíi¨ øóêàíî-

ãî òðèêóòíèêà. Òîìó ñïî÷àòêó ÷åðåç òî÷êó P ïðîâîäèìî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó
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îäíié ç ñòîðií êóòà i îäåðæèìî, íàïðèêëàä, òî÷êó M. Òåïåð, ïîäâî¨âøè âiäði-

çîê AM îäåðæèìî òî÷êó B. Òî÷êó C âèçíà÷à¹ìî ÿê òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìî¨

BP ç iíøîþ ñòîðîíîþ äàíîãî êóòà. Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçêè äëÿ

âñiõ êóòiâ, ÿêi ìåíøi ðîçãîðíóòîãî êóòà.

Ïðèìåð 2 Äàíî äâi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â íåäîñòóïíié òî÷öi (çà

ìåæàìè êðåñëåííÿ). Ïîáóäóâàòè áiñåêòðèñó êóòà, ÿêèé óòâîðþþòü öi

ïðÿìi (Çàäà÷à Åâêëiäà). (Çàäà÷i òàêîãî òèïó çóñòði÷àþòüñÿ â ïðîåêòó-

âàííi ðåàëüíèõ ñïîðóä).

Iñòîðè÷íà äîâiäêà. Åâêëiä (áë. 330-275 äî í.å.) - óñëàâëåíèé ãðåöüêèé ìà-

òåìàòèê. Íàðîäèâñÿ ó ôiíiêiéñüêîìó ìiñòi Òið, íàâ÷àâñÿ â Àôiíàõ ó Ïëà-

òîíà. Ïiä ÷àñ ïðàâëiííÿ Ïòîëåìåÿ I Ñîòåðà (Ñïàñèòåëÿ) Åâêëiäà çàïðîñè-

ëè äî Àëåêñàíäði¨, äå âií âèêëàäàâ ìàòåìàòèêó â øêîëi ïðè õðàìi ìóç (öåé

õðàì ìàâ íàçâó "Ìóñåéîí çâiäñè ïîõîäèòü ñó÷àñíå ñëîâî "ìóçåé"). Àëåêñàí-

äðiéñüêà ìàòåìàòè÷íà øêîëà Åâêëiäà øâèäêî ñòà¹ ãîëîâíèì êóëüòóðíèì

öåíòðîì âñüîãî åëëiíiñòè÷íîãî ñâiòó. Ïåðøi íàóêîâi òðàêòàòè ç ìàòåìà-

òèêè, ÿêi äiéøëè äî íàøîãî ÷àñó, íàïèñàíi Åâêëiäîì. Éîãî ãîëîâíèé òâið

"Íà÷àëà"âìiùó¹ âiäîìîñòi ç ïëàíiìåòði¨, ñòåðåîìåòði¨, òåîði¨ ÷èñåë, îñ-

íîâè ìåòîäó îá÷èñëåííÿ ïëîù i îá'¹ìiâ ç çàñòîñóâàííÿì åëåìåíòiâ ãðàíè-

öü (ìåòîä âè÷åðïóâàííÿ). Ñïèðàþ÷èñü íà ñâî¨ àêñiîìè i ïîñòóëàòè, Åâêëiä

äîâîäèòü 465 òâåðäæåíü, áiëüøiñòü ç öèõ äîâåäåíü äî íàøîãî ÷àñó ââàæà-

þòüñÿ êëàñè÷íèìè. "Íà÷àëà"Åâêëiäà ïiäñóìîâóþòü ïîïåðåäíi äîñÿãíåííÿ

ãðåöüêèõ ìàòåìàòèêiâ i ñòâîðþþòü ìiöíèé àêñiîìàòè÷íèé ôóíäàìåíò

äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè. Öÿ êíèãà íà ïðîòÿçi áàãàòüîõ ñòîëiòü ñëóæèëà

â÷åíèì âçiðöåì äëÿ íàñëiäóâàííÿ. Íàïðèêëàä, çà öèì âçiðöåì ñòâîðþâàâ

ñâî¨ "Íà÷àëà íàòóðôiëîñîôi¨"I.Íüþòîí, à Á.Ñïiíîçà ïèñàâ ñâîþ "Åòèêó".

Ïî÷èíàþ÷è ç 1482 ðîêó "Íà÷àëà"Åâêëiäà âèòðèìàëè ïîíàä 500 âèäàíü -

æîäíå ç íàóêîâèõ âèäàíü íå êîðèñòóâàëîñü òàêèì âåëèêèì i òðèâàëèì

ïîïèòîì. Çà ñâî¹þ ïîïóëÿðíiñòþ "Íà÷àëà"Åâêëiäà çàéìàëè äðóãå ìiñöå

ïiñëÿ Áiáëi¨. Ïåðøå äðóêîâàíå âèäàííÿ "Íà÷àë"Åâêëiäà ç'ÿâèëîñÿ ó Âåíåöi¨

â 1482 ðîöi íà ëàòèíñüêié ìîâi ó ïåðåêëàäi ç àðàáñüêî¨. Â "Iñòîði¨ ìàòå-

ìàòèêè"(1883) âiäîìîãî ïðîôåñîðà Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó Ì.�.Âàùåíêî-

Çàõàð÷åíêà (1825-1912) âìiùåíî ñïèñîê 460 ðiçíèõ âèäàíü åâêëiäîâèõ "Íà-

÷àë ÿêi ðîçòàøîâàíi ó õðîíîëîãi÷íîìó ïîðÿäêó. Åâêëiäó íàëåæàëè i iíøi íà-

óêîâi òâîðè, áiëüøiñòü ç ÿêèõ âòðà÷åíî. Íàïðèêëàä, êíèãà "Äàííi íà äóìêó

â÷åíèõ, áóëà ïðîäîâæåííÿì "Íà÷àë"i âìiùóâàëà åëåìåíòè âèùî¨ ãåîìåò-

ði¨. Íàãàäà¹ìî, ùî äî Åâêëiäà áóëî íàïèñàíî äåêiëüêà ôóíäàìåíòàëüíèõ

òâîðiâ ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨. �õ àâòîðàìè áóëè Àíàêñèìàíäð, Ãåðàê-
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ëiò ç Ïîíòó, Ãiïïîêðàò Õiîñüêèé, Ëåîí, Êñåíîêðàò i Ôåâäié iç Ìàãíåçi¨.

Àëå ãåîìåòðè÷íi òâîðè Åâêëiäà ââàæàëèñÿ íàéêðàùèìè: êîëè ãðåêè çãà-

äóâàëè âåëèêîãî Ãîìåðà, âîíè ââàæàëè çàéâèì ïðèãàäóâàòè éîãî iì'ÿ i êà-

çàëè ïðîñòî - "Ïîåò à Åâêëiäà âîíè íàçèâàëè òàê ñàìî ïðîñòî - "Òâîðåöü

ãåîìåòði¨".

Ïåðøèé ñïîñiá. Àíàëiç i ïîáóäîâà. Íåõàé äàíi ïðÿìi a i b ïåðåòèíàþòüñÿ

â íåäîñòóïíié òî÷öi A. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñêîðèñòà¹ìîñü óìîâîþ, ùî

áiñåêòðèñè òðüîõ âíóòðiøíiõ êóòiâ òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

Ðèñ. 2

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêî âèêîíàòè øóêàíó ïîáóäîâó. Äëÿ öüîãî ïåðå-

òèíà¹ìî äàíi ïðÿìi a i b äâîìà ñi÷íèìè: îäåðæèìî òðèêóòíèêè AM1M2 i

AN1N2 (âåðøèíà À çàëèøà¹òüñÿ çà ìåæàìè ìàëþíêà). Äàëi çíàõîäèìî òî÷-

êó Q, â ÿêié ïåðåòèíàþòüñÿ áiñåêòðèñè ïåðøîãî òðèêóòíèêà ïðè âåðøèíàõ

M1 i M2, i òî÷êó P, â ÿêié ïåðåòèíàþòüñÿ áiñåêòðèñè äðóãîãî òðèêóòíèêà

ïðè âåðøèíàõ N1 i N2. Çàëèøà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè ÷àñòèíó øóêàíî¨ áiñåêòðèñè

êóòà À: öå áóäå ïðÿìà QP.

Äðóãèé ñïîñiá. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ïîäiáíîñòi. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó

âèêîðèñòîâó¹ìî ãîìîòåòiþ ç öåíòðîì ó äîâiëüíié äîñòóïíié òî÷öi òàê, ùîá

îáðàçîì äàíèõ ïðÿìèõ áóëè äâi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ó äîñòóïíié òî÷-

öi. Òåïåð áóäó¹ìî áiñåêòðèñó íîâîãî êóòà, à ïîòiì øóêà¹ìî ïðîîáðàç òi¹¨ ¨¨

÷àñòèíè, ÿêà ëåæèòü â ìåæàõ êðåñëåííÿ.

Ïðèìåð 3 Çåìåëüíà äiëÿíêà ìà¹ ôîðìó òðèêóòíèêà. Ç äàíî¨ òî÷êè íà

ñòîðîíi öüîãî òðèêóòíèêà òðåáà ïðîâåñòè âiäðiçîê, ÿêèé äiëèòü ïëîùó

öi¹¨ äiëÿíêè íà äâi ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè.

Àíàëiç. Íåõàé äàíî òðèêóòíèê ABC i íà ñòîðîíi BC äàíî òî÷êó M. Òðåáà

ïðîâåñòè âiäðiçîê MN, òàêèé, ùîá âií ðîçáèâàâ ïëîùó òðèêóòíèêà íà äâi



Êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i, ÿê çàñiá àêòèâiçàöi¨ ïiçíàâàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ïðè âèâ÷åííi

ìàòåìàòèêè 29

ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè. Ïðîâåäåìî ìåäiàíó AD i âiäðiçîê AM. AM ðîçáèâà¹

òðèêóòíèê íà äâi íåðiâíi ÷àñòèíè. Íåõàé ïëîùà òðèêóòíèêà ABM ìåíøà

ïîëîâèíè ïëîùi äàíîãî òðèêóòíèêà (ÿêùî öå íå òàê, òî ðîçãëÿíåìî òðèêóò-

íèê AMC). Íåõàé MN øóêàíèé âiäðiçîê. Òîäi çðîçóìiëî, ùî òðèêóòíèêè

ADM i ANM ïîâèííi áóòè ðiâíîâåëèêèìè. Îñêiëüêè öi äâà òðèêóòíèêà ìà-

þòü òàêîæ i ñïiëüíó ñòîðîíó AM, òî ¨õíi âåðøèíè N i D ïîâèííi ëåæàòè íà

ïðÿìié, ÿêà ïàðàëåëüíà öié ñòîðîíi. Öå i ¹ êëþ÷ äî øóêàíî¨ ïîáóäîâè.

Ðèñ. 3

Ïîáóäîâà. Â äàíîìó òðèêóòíèêó ABC ç'¹äíó¹ìî äàíó òî÷êó M ç ïðîòè-

ëåæíîþ âåðøèíîþ òðèêóòíèêà. Îäåðæèìî âiäðiçîê AM. Ïîòiì ïðîâîäèìî

ìåäiàíó AD. ×åðåç òî÷êó D ïðîâîäèìî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó AM äî ïåðåòè-

íó ç ñòîðîíîþ AC â øóêàíié òî÷öi N. Äîâåäåííÿ ëåãêî ïðîâåñòè íà îñíîâi

ïîïåðåäíüîãî àíàëiçó.

Ïðèìåð 4 Çåìåëüíó äiëÿíêó, ÿêà ìà¹ ôîðìó îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà,

ïîäiëèòè íà äâi ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè âiäðiçêîì, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç çà-

äàíó òî÷êó P íà éîãî ñòîðîíi.

Ðèñ. 4

Àíàëiç i ïîáóäîâà. Íåõàé äàíî äåÿêèé îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê ABCD

i òî÷êà P íà îäíié ç éîãî ñòîðií. Ïðèãàäà¹ìî, ùî òðèêóòíèê çàâæäè ëåãêî
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ïîäiëèòè íà äâà ðiâíîâåëèêi òðèêóòíèêè çà äîïîìîãîþ ìåäiàíè, ÿêà âèõî-

äèòü ç éîãî âåðøèíè. Êðiì òîãî, ìè çíà¹ìî, ùî òðèêóòíèêè ç ðiâíèìè îñíî-

âàìè i ç âiäïîâiäíèìè ðiâíèìè âèñîòàìè ðiâíîâåëèêi. Öi äâi iäå¨ äîçâîëÿþòü

íàìiòèòè ïëàí âiäïîâiäíî¨ ïîáóäîâè.

Íåõàé òî÷êà P ëåæèòü íà ñòîðîíi AB. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî äàíèé ÷î-

òèðèêóòíèê ABCD ó ðiâíîâåëèêèé ç íèì òðèêóòíèê, âåðøèíà ÿêîãî çíàõî-

äèòüñÿ ó äàíié òî÷öi P. Äëÿ öüîãî ç'¹äíà¹ìî òî÷êó P âiäðiçêàìè PC i PD

ç íåñóìiæíèìè âåðøèíàìè C i D äàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà. Òåïåð ÷åðåç âåð-

øèíè A i B ïðîâåäåìî ïðÿìi AA1 ïàðàëåëüíî PD i BB1 ïàðàëåëüíî BC äî

ïåðåòèíó ç ñòîðîíîþ CD â òî÷êàõ A1 i B1. Òîäi òðèêóòíèê A1PB1 áóäå ðiâ-

íîâåëèêèì ç äàíèì ÷îòèðèêóòíèêîì i ìåäiàíà PQ äiëèòü öåé òðèêóòíèê íà

äâà ðiâíîâåëèêi òðèêóòíèêè. Òåïåð ëåãêî äîâåñòè, ùî âiäðiçîê PQ øóêàíèé

i âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i.

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà Q íå íàëåæèòü âiäðiçêó CD, äà-

íèé ÷îòèðèêóòíèê ABCD íåîáõiäíî ïåðåòâîðèòè ó ðiâíîâåëèêèé òðèêóòíèê,

ó ÿêîãî îäíà ñòîðîíà ëåæèòü íà ïðÿìié AD àáî BC. Öå ëåãêî çðîáèòè çà äî-

ïîìîãîþ àíàëîãi÷íèõ ïîáóäîâ. Ïîäàëüøà ïîáóäîâà î÷åâèäíà.

Ïðèìåð 5 Ãðàíèöi äâîõ ôåðìåðñüêèõ ïîëiâ óòâîðåíi äâîìà ïàðàëåëüíèìè

ïðÿìèìè, à ¨õ ñïiëüíà ãðàíèöÿ ¹ ëàìàíà ëiíiÿ. Ôåðìåðè äîìîâèëèñÿ, äëÿ

çðó÷íîñòi, íå çìiíþþ÷è ïëîùó êîæíîãî ïîëÿ, ïåðåòâîðèòè ñïiëüíó ãðà-

íèöþ ó âiäðiçîê ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî äàíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ òàê, ùîá

ïëîùà êîæíîãî ïîëÿ çàëèøèëàñÿ áåç çìiíè [8]. ßê öå çðîáèòè?

Àíàëiç  ðóíòó¹òüñÿ íà ìiðêóâàííÿõ, àíàëîãi÷íèõ òèì, ÿêi âèêîðèñòàíi â äâîõ

ïîïåðåäíiõ çàäà÷àõ. Íåõàé äâà ïîëÿ ìàþòü ñïiëüíó ãðàíèöþ ó âèãëÿäi ëà-

ìàíî¨ ABCD òàê, ÿê öå ïîêàçàíî íà ìàëþíêó.

Ðèñ. 5

Ñïî÷àòêó çìåíøèìî êiëüêiñòü ëàíîê íà îäíó. Íåõàé ëàíêó ABC çàìiíåíî

âiäðiçêîì AF òàê, ùîá ïëîùi äâîõ ïîëiâ íå çìiíèëèñÿ. Òîäi òðèêóòíèêè ABC

i AFC ðiâíîâåëèêi i ìàþòü ñïiëüíó ñòîðîíó AC, òîìó ïðÿìà BF ïîâèííà áóòè

ïàðàëåëüíîþ ïðÿìié AC.
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Ðèñ. 6

Ïîáóäîâà. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðþ¹ìî ëàíêó ABC ó âiäðiçîê CF. Äëÿ öüîãî

÷åðåç òî÷êó B ïðîâîäèìî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó AC, â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

øóêàíó òî÷êó F. Ïðè öüîìó ïëîùà êîæíîãî ïîëÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ, áî

òðèêóòíèêè ABF i CBF ðiâíîâåëèêi. Òåïåð àíàëîãi÷íî ïåðåòâîðþ¹ìî ëàíêó

FCD ó âiäïîâiäíèé âiäðiçîê ç êiíöÿìè íà çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ ïàðàëåëüíèõ

ïðÿìèõ. Òàêèì ÷èíîì ïîåòàïíî ìè ìîæåìî ïåðåòâîðèòè äîâiëüíó ëàìàíó ó

äåÿêèé âiäðiçîê. Òåïåð äîñèòü ÷åðåç ñåðåäèíó îñòàííüîãî âiäðiçêà ïðîâåñòè

âiäðiçîê, ïåðïåíäèêóëÿðíèé ãðàíè÷íèì ãîðèçîíòàëüíèì ïðÿìèì.

Ïðèìåð 6 Ïðÿìîêóòíèê, ðîçìiðè ÿêîãî äîðiâíþþòü 10 i 2, ðîçðiçàòè

íà ï'ÿòü ÷àñòèí, ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàò. (Ìèêîëà¨âñüêà ìiñüêà

îëiìïiàäà)[6].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäïîâiäíå ðîçðiçàííÿ çàäàíîãî ïðÿìîêóòíèêà i ïîáóäîâà

êâàäðàòà ç îäåðæàíèõ ÷àñòèíîê íå áóäå âèêëèêàòè çíà÷íèõ òðóäíîùiâ, ÿêùî

ñïî÷àòêó âèçíà÷èòè äîâæèíó ñòîðîíè öüîãî êâàäðàòà: x =
√

2 · 10 =
√

20.

Òîìó ñïî÷àòêó òðåáà ïîáóäóâàòè òàêèé âiäðiçîê, ùîá éîãî äîâæèíà äîðiâ-

íþâàëà
√

20 = 2
√

5 , àáî ïðåäñòàâèòè òàêèé âiäðiçîê ÿê ñóìó (÷è ðiçíèöþ)

äåÿêèõ iíøèõ âiäðiçêiâ. Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ çäîãàäàòèñÿ, ùî
√

20 öå äîâæè-

íà ãiïîòåíóçè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, êàòåòè ÿêîãî äîðiâíþþòü 2 i 4.

Äàëi âæå ëåãêî âèçíà÷èòè i âiäïîâiäíi ÷àñòèíè ìàéáóòíüî¨ ôiãóðè (äèâèñü

ìàëþíîê 7):

Ðèñ. 7
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Àëå áiëüø öiêàâîþ i ñêëàäíîþ ¹ íàñòóïíà çàäà÷à, ÿêà ¹ ïiäñèëåííÿì

ïîïåðåäíüî¨ (¨¨ çàïðîïîíóâàëè ñòóäåíòè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàóëüòåòó

ÌÍÓ) [6].

Ïðèìåð 7 Ïðÿìîêóòíèê, ðîçìiðè ÿêîãî äîðiâíþþòü 10 i 2, ðîçðiçàòè íà

÷îòèðè ÷àñòèíè, ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàò.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i â öüîìó âèïàäêó ìîæíà çíàéòè, ñêîðèñòàøèñü àíàëiçîì

ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, i âðàõîâóþ÷è, ùî ãiïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà,

ó ÿêîãî êàòåòè ðiâíi 1 i 2, äîðiâíþ¹
√

5 . À íà ñòîðîíi øóêàíîãî êâàäðàòà

òàêèé âiäðiçîê âìiùó¹òüñÿ äâi÷i.

Òåïåð, âiäðiçàâøè òàêèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè äàíî¨

ñìóæêè, ïîìi÷à¹ìî, ùî îäåðæàíèé êîðîòêèé "êîñèé"çðiç áóäå âìiùóâàòèñÿ

äâi÷i íà øóêàíié ñòîðîíi êâàäðàòà. Äàëi äîáóäîâó¹ìî äî öüîãî çðiçó ïðÿìèé

êóò, i òóò âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îäåðæàíèé âåëèêèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ìà¹

ãiïîòåíóçó äîâæèíîþ
√

20 , ùî äóæå ñïðîùó¹ íàøó çàäà÷ó. Âèêîíó¹ìî ùå

äâà ðîçðiçè, âíàñëiäîê ÷îãî ñìóæêà âèÿâëÿ¹òüñÿ ðîçðiçàíîþ íà ï'ÿòü ÷àñòèí,

ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàò. Àëå äâi ÷àñòèíêè, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó ãðà-

Ðèñ. 8

íèöþ, ïîçíà÷åíó íà ìàëþíêó ïóíêòèðîì, ðîçðiçàòè íå îáîâ'ÿçêîâî. Òîáòî,

êâàäðàò ìîæíà ñêëàñòè ëèøå ç ÷îòèðüîõ ÷àñòèíîê. Öiêàâèì âèÿâëÿ¹òüñÿ i

òå, ùî âñi ÷îòèðè ÷àñòèíè ìîæíà ç'¹äíàòè øàðíiðíî â òî÷êàõ, ÿêi âèäiëåíi íà

ìàëþíêó. Òîäi îáåðòàííÿì öèõ ÷àñòèí íàâêîëî âèäiëåíèõ òî÷îê â ïëîùèíi

ìàëþíêà ìè ìîæåìî ëåãêî âèêîíóâàòè ïðÿìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ îäíi¹¨

ôiãóðè â iíøó. Òàêó öiêàâó iãðàøêó ëåãêî çðîáèòè ç öóïêîãî êàðòîíó, ç òîí-

êî¨ äåðåâ'ÿíî¨ äîùå÷êè, àáî ïëàñòèêó. Òàêi iãðàøêè ðîçâèâàþòü êìiòëèâiñòü

i óÿâó.

Ïðèìåð 8 ((Äðóãà çàäà÷à Ëüþ¨ñà Êåððîëà [7]). Íà ïëîùèíi ðîçòàøîâàíi

òðè öèëiíäðè÷íi áàøòè. Çíàéòè òî÷êó ïëîùèíè, ç ÿêî¨ øèðèíà êîæíî¨ ç

áàøò áóäå çäàâàòèñÿ îäíàêîâîþ.
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Àíàëiç i ïîáóäîâà. Íåõàé òî÷êè A, B, C - öåíòðè êðóãîâèõ îñíîâ çàäàíèõ

áàøò, a, b, ñ - ¨õ ðàäióñè, à P - øóêàíà òî÷êà, ç ÿêî¨ øèðèíà êîæíî¨ áàøòè

çäà¹òüñÿ îäíàêîâîþ. Òîáòî öå îçíà÷à¹, ùî âñi áàøòè ç öi¹¨ òî÷êè âèäíî ïiä

îä-íèì i òèì æå êóòîì 2α . Òîäi ìà¹ìî òðè ïàðè ïîäiáíèõ ïðÿìîêóòíèõ

òðèêóòíèêiâ, çâiäêè îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ:AP : BP : CP = a : b : c.

Ðèñ. 9

Îòæå, øóêàíà òî÷êà P íàëåæèòü ïåðøîìó ãåîìåòðè÷íîìó ìiñöþ òî÷îê,

âiäñòàíi ÿêèõ äî çàäàíèõ òî÷îê A i B çíàõîäÿòüñÿ ó äàíîìó âiäíîøåííi a:b.

Öå ïåðøå êîëî Àïîëëîíiÿ, àëãîðèòì ïîáóäîâè ÿêîãî áóäåìî ââàæàòè âæå

âiäîìèì. Òî÷êà P íàëåæèòü òàêîæ i äðóãîìó ãåîìåòðè÷íîìó ìiñöþ òî÷îê,

âiäñòàíi ÿêèõ äî çàäàíèõ òî÷îê B i C çíàõîäÿòüñÿ ó äàíîìó âiäíîøåííi b:c.

Öå äðóãå êîëî Àïîëëîíiÿ. Òåïåð øóêàíó òî÷êó P ìè çíàéäåìî ÿê ïåðåòèí

öèõ äâîõ êië.

Ïðèìåð 9 Äàíèé ïðÿìîêóòíèê ðîçáèòè íà äâà íåðiâíi ïîäiáíi ïðÿìîêóò-

íèêè.

Ðèñ. 10

Àíàëiç. Íåõàé ñòîðîíè äàíîãî ïðÿìîêóòíèêà ABCD ìàþòü äîâæèíè a i b

(a > b).

Ëåãêî äîâåñòè, ùî øóêàíèé ïîäië ìîæíà ïðîâåñòè òiëüêè ÷åðåç áiëüøó

ñòîðîíó äàíîãî ïðÿìîêóòíèêà. Îäåðæèìî äâà ïîäiáíi ïðÿìîêóòíèêè CAFG
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i FBDG. Óìîâà ïîäiáíîñòi öèõ ïðÿìîêóòíèêiâ ÷åðåç âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíèõ

ñòîðií ìà¹ òàêèé âèä:xb = b
a−x , àáî x2 − ax + b2 = 0 . Òåïåð ç îñòàííüîãî

ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ìî äîâæèíó øóêàíîãî âiäðiçêà x: x1,2 = a±
√
a2−4b2

2 .

Ïîáóäîâà. Ñïî÷àòêó áóäó¹ìî âiäðiçîê z =
√
a2 − 4b2 , à ïîòiì øóêàíèé

âiäðiçîê x çà ôîðìóëîþ x = a−z
2 , àáî x = a+z

2 .

4 Âèñíîâêè

Ðiâåíü ìàòåìàòè÷íî¨ êóëüòóðè çíà÷íîþ ìiðîþ çàëåæèòü âiä óìiííÿ ðîçâ'ÿ-

çóâàòè çàäà÷i. Çäîáóòè òàêå óìiííÿ äîïîìàãà¹ çíàííÿ ïðèéîìiâ i ìåòîäiâ ðîç-

â'ÿçàííÿ çàäà÷, çàñâî¹ííÿ ÿêèõ ¹ íàéâàæëèâiøîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨

ïiäãîòîâêè ó÷íiâ, àáiòóði¹íòiâ, à òàêîæ óñiõ, õòî öiêàâèòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.

Ñïåöèôiêà i ñòðóêòóðà øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäêðèâàþòü øèðîêi

ìîæëèâîñòi äëÿ ðîçâèòêó òâîð÷èõ çäiáíîñòåé ó÷íiâ, ôîðìóâàííÿ ïðèéîìiâ

ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi, iíòåëåêòó. Âèâ÷åííÿ ãåîìåòði¨ íåðîçðèâíî ïîâ'ÿçàíå ç

ðîçâèòêîì iíòó¨öi¨ (çîêðåìà ãåîìåòðè÷íî¨), ëîãi÷íîãî, îáðàçíîãî ìèñëåííÿ,

ç ôîðìóâàííÿì ó øêîëÿðiâ êîíñòðóêòèâíî-ãåîìåòðè÷íèõ óìiíü i íàâè÷îê.

Ïåðåä ãåîìåòði¹þ ñòàâëÿòüñÿ âàæëèâi çàâäàííÿ ùîäî ôîðìóâàííÿ ìèñëåí-

íÿ i ïðàêòè÷íèõ íàâè÷îê òà óìiíü, íåîáõiäíèõ äëÿ çäîáóòòÿ ñåðåäíüî¨ i âè-

ùî¨ îñâiòè, ôîðìóâàííÿ ïðîôåñiéíèõ íàâè÷îê â ðiçíèõ ãàëóçÿõ äiÿëüíîñòi i

ðîçâèòêó îñîáèñòîñòi âçàãàëi. Îäíèì iç øëÿõiâ ðåàëiçàöi¨ öèõ çàâäàíü ¹ ïåâ-

íèé ïåðåðîçïîäië ìàòåðiàëó â øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè, çîêðåìà, áiëüø

 ðóíòîâíå âèâ÷åííÿ iäåé i ìåòîäiâ êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨ â êóðñi ìàòåìà-

òèêè îñíîâíî¨ øêîëè íà íàî÷íî-îïåðàòèâíîìó ðiâíi ç ïðàêòè÷íîþ ñïðÿìî-

âàíiñòþ. Ðàçîì ç òèì íåîáõiäíî âiäçíà÷èòè, ùî ñó÷àñíà øêîëà íå ïðèäiëÿ¹

íàëåæíî¨ óâàãè êîíñòðóêòèâíèì çàäà÷àì. Òàêèõ çàäà÷ äóæå ìàëî â äiþ÷èõ

ïiäðó÷íèêàõ. À â÷èòåëi, ó÷íi i ñòóäåíòè ïîãàíî ðîçóìiþòü ùî òàêå êîíñòðóê-

òèâíà çàäà÷à, ùî ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì i ÿê òàêi çàäà÷i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ. Î÷åâèäíî,

ùî çíà÷åííÿ i ðîëü êîíñòðóêòèâíèõ çàäà÷ â ñó÷àñíié øêîëi íåäîîöiíþ¹òüñÿ.

Êîíñòðóêòèâíi çàäà÷i çâè÷àéíî öiêàâi çà çìiñò, ïåðåäáà÷àþòü òâîð÷i ïiäõîäè

äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ i íàéêðàùå ñïðèÿþòü àêòóàëiçàöi¨ íàáóòèõ ðàíiøå çíàíü i

ïiäâèùåííþ iíòåðåñó äî âèâ÷åííÿ ãåîìåòði¨ i ìàòåìàòèêè â öiëîìó.
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Iòåðàöi¨ ãiïåðïðîñòîðiâ ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ
ïðîñòîðiâ

Îëåêñàíäð Ãðèãîðîâè÷ Ñàâ÷åíêî

Àííîòàöèÿ Êîíñòðóêöiÿ íåñêií÷åííîãî iòåðîâàíîãî ãiïåðïðîñòîðó, ÿêó Ã.

Òîðóíü÷èê òà Äæ. Âåñò ðîçãëÿíóëè äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, ïåðåíåñåíà

íà âèïàäîê ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Äîâåäåíî, ùî íåñêií÷åííà

iòåðàöiÿ (âiäïîâiäíî ïîïîâíåíà íåñêií÷åííà iòåðàöiÿ) ôóíêòîðà ãiïåðïðî-

ñòîðó, çàñòîñîâàíà äî êîíòèíóóìà Ïåàíî, äà¹ ïåðåäãiëüáåðòîâèé ïðîñòið Σ

(âiäïîâiäíî ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið `2).

Êëþ÷îâi ñëîâà Ðîçìèòèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ãiïåðïðîñòið, ãiëüáåðòiâ ïðî-

ñòið

ÓÄÊ 515.12

1 Âñòóï

Ã. Òîðóíü÷èê i Äæ. Âåñò [5] ðîçãëÿíóëè êîíñòðóêöiþ ïîïîâíåíîãî iòåðîâàíî-

ãî ãiïåðïðîñòîðó i ïîêàçàëè, ùî äëÿ êîíòèíóóìiâ Ïåàíî âîíà äà¹ ñåïàðàáåëü-

íèé ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið. Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ ïåðåíåñåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó

íà âèïàäîê ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçìèòi ìåòðè÷íi

ïðîñòîðè âèíèêàþòü ÿê ïðèðîäíèé ðîçâèòîê iäå¨ éìîâiðíiñíîãî ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó, òîáòî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó âiäñòàíi íàáóâàþòü çíà÷åííÿ íå ó ìíî-

æèíi äiéñíèõ ÷èñåë, à ó ìíîæèíi ðîçïîäiëiâ.

Äîâåäåíî, ùî íåñêií÷åííà iòåðàöiÿ (âiäïîâiäíî ïîïîâíåíà íåñêií÷åííà

iòåðàöiÿ) ôóíêòîðà ãiïåðïðîñòîðó, çàñòîñîâàíà äî êîíòèíóóìà Ïåàíî, äà¹

ïåðåäãiëüáåðòîâèé ïðîñòið Σ (âiäïîâiäíî ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòîâèé ïðî-

ñòið `2). Iíøèìè ñëîâàìè, ó âèïàäêó ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ìàþòü
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ìiñöå ðåçóëüòàòè, ùî ¹ àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ìåòðè÷íîãî

âèïàäêó.

2 Ðîçìèòi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ðîçìèòîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Âîíî iñíó¹ äâîõ

ôîðìàõ i äëÿ íàøèé öiëåé çíàäîáèòüñÿ îçíà÷åííÿ â ñåíñi ñòàòòi [6].

Ñïî÷àòêó íàì ïîòðiáíî íàâåñòè ïîíÿòòÿ t-íîðìè. Òàê íàçèâà¹òüñÿ íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ (x, y) 7→ x ∗ y : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè:

1. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z);
2. x ∗ y = y ∗ x;
3. x ∗ 1 = x;

4. ÿêùî x ≤ x′ i y ≤ y′, òî x ∗ y ≤ x′ ∗ y′.

Ïðèêëàäàìè t-¹ òàêi ôóíêöi¨:

1. x ∗ y = min{x, y};
2. x ∗ y = max{0, x+ y − 1};
3. x ∗ y = xy.

Íàäàëi ìè ôiêñó¹ìî t-íîðìó min.

Îïðåäåëåíèå 1 Ðîçìèòèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà

(X,M, ∗), äå X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ∗ � íåïåðâíà t-íîðìà iM � ðîçìè-

òà ìíîæèíà íà X×X×(0,∞) (òîáòî M � âiäîáðàæåííÿ ç X×X×(0,∞)

â [0, 1]), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) M(x, y, t) > 0;

(ii) M(x, y, t) = 1, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî x = y;

(iii) M(x, y, t) = M(y, x, t);

(iv) M(x, y, s) ∗M(y, z, t) ≤M(x, z, s+ t);

(v) ôóíêöiÿ M(x, y,−) : (0,∞)→ [0, 1) íåïåðåðâíà.

Êîæíà ðîçìèòà ìåòðèêà M ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τM íà X. Áàçîþ òîïî-

ëîãi¨ τM ¹ âiäêðèòi êóëi B(x, r, t) = {y ∈ X | M(x, y, t) > 1 − r}. Íàäàëi
íà ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òîïîëîãiþ, ïîðîäæå-

íó ðîçìèòîþ ìåòðèêîþ. ×åðåç Ā ïîçíà÷à¹ìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè A ó öié

òîïîëîãi¨.
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Äëÿ êîæíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó X ïîçíà÷èìî ÷åðåç expX ìíîæèíó

âñiõ íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X. Ìíîæèíó expX íàäi-

ëÿþòü òîïîëîãi¹þ Âi¹òîðiñà; áàçó öi¹¨ òîïîëîãi¨ óòâîðþþòü ìíîæèíè âèãëÿäó

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ expX | A ⊂ ∪ni=1Ui, A ∩ Ui 6= ∅ äëÿ êîæíîãî i},

äå U1, . . . , Un ïðîáiãàþòü ñiì'þ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí â X.

Äëÿ êîæíîãî x ∈ X i êîæíîãî A ∈ expX íåõàé M(x,A, t) =

sup{M(x, a, t) | a ∈ A}. Äëÿ êîæíèõ A,B ∈ expX ïðèéìåìî

MH(A,B, t) = min{ inf
a∈A

M(a,B, t), inf
b∈B

M(A, b, t)}.

Ôóíêöiÿ MH íàçèâà¹òüñÿ ðîçìèòîþ ìåòðèêîþ Ãàóñäîðôà íà expX (äèâ.

[3]). Ðîçìèòà ìåòðèêà MH iíäóêó¹ òîïîëîãiþ Âi¹òîðiñà íà expX.

Ðîçìèòà ìåòðèêà M íà êîìïàêòi X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî âiäîáðà-

æåííÿ

(x, r, t) 7→ N(x, r, t) = {y ∈ X |M(x, y, t) ≥ 1− r}

íåïåðåðâíå ÿê âiäîáðàæåííÿ â expX.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîíòèíóóìîì Ïåàíî íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèé ëîêàëüíî çâ'ÿç-

íèé êîìïàêò. Åêâiâàëåíòíî, êîíòèíóóìè Ïåàíî - öå êîìïàêòè, ùî ¹ íåïå-

ðåðâíèìè îáðàçàìè âiäðiçêà. Íà êîæíîìó êîíòèòóóìi Ïåàíî iñíó¹ îïóêëà

ìåòðèêà, ùî ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Ïðè öüîìó ìåòðèêà d íà êîìïàêòi

X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ (x, r) 7→ N ′(x, r) = {y ∈ X |
d(x, y) ≤ r} íåïåðåðâíå, ÿê âiäîáðàæåííÿ ç X × [0,∞) â expX.

Ïðåäëîæåíèå 1 Íà êîæíîìó êîíòèíóóìi Ïåàíî iñíó¹ îïóêëà ðîçìèòà

ìåòðèêà.

Äîâåäåííÿ Íåõàé d � îïóêëà ìåòðèêà íà X. Ïðèéìåìî M(x, y, t) = t
t+d(x,y) ,

òîäi âiäîìî, ùîM � ðîçìèòà ìåòðèêà íàX (äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Îïóêëiñòü

ðîçìèòî¨ ìåòðèêè M âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî N(x, r, t) = N ′(x, rt
1−r ).

Íåõàé M � ðîçìèòà ìåòðèêà íà ìíîæèíi X. Ìíîæèíè âèãëÿäó

Un = {(x, y) ∈ X ×X |M(x, y, 1/n) > 1− 1/n},

äëÿ âñiõ n ∈ N, óòâîðþþòü ðiâíîìiðíó ñòðóêòóðó íà X (äèâ. [3]).
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3 Iòåðîâàíèé ãiïåðïðîñòið

Ïðèéìåìî exp0X = X. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N∪{0} îòîòîæíèìî ïðîñòið expnX

ç ïiäïðîñòîðîì â expn+1X çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ A 7→ {A}. Ðîçìèòó
ìåòðèêó Ãàóñäîðôà íà expnX, ïîðîäæåíó ðîçìèòîþ ìåòðèêîþ M íà X,

ïîçíà÷èìîMHn . Îäåðæó¹ìî ïðÿìó ïîñëiäîâíiñòü ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ i âêëàäåíü:

exp0X ↪→ expX ↪→ exp2X ↪→ . . .

Ïðèéìåìî exp+X = ∪n∈N∪{0} expnX.

Îñêiëüêè

MNn+1 |(expnX × expnX × (0,∞)) = MNn ,

îäåðæó¹ìî, ùî ðîçìèòi ìåòðèêè íà expnX ïîðîäæóþòü ðîçìèòó ìåòðèêó

M+ íà exp+X.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N, íåõàé

U+
n = {(x, y) ∈ exp+X × exp+X |M+(x, y, 1/n) > 1− 1/n}.

Ìíîæèíè U+
n , n ∈ N, óòâîðþþòü ðiâíîìiðíó ñòðóêòóðó íà ïðîñòîði

exp+X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç exp++X ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó exp+X âiäíîñíî

öi¹¨ ñòðóêòóðè. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N íåõàé U++
n � íàéáiëüøà âiäêðèòà ìíî-

æèíà â exp++X × exp++X òàêà, ùî

U++
n ∩ (exp+X × exp+X) = U+

n .

Ìíîæèíè âèãëÿäó U++
n óòâîðþþòü ðiâíîìiðíó ñòðóêòóðó íà ïðîñòîði

exp++X.

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ un : exp+X → expnX ôîðìóëîþ:

un(x) = ∪ {A ∈ expnX | A ∈ A1 ∈ A2 ∈ · · · ∈ Ai = B ∈ x

äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Ai ∈ expn+iX)∞i=1 i A ∈ x}.

Ïðåäëîæåíèå 2 Âiäîáðàæåííÿ un ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå.

Çàóâàæèìî, ùî êîíñòðóêöi¨ exp+ i exp++ ôóíêòîðiàëüíi.

Ç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ un ìîæíà ïðîäîâæèòè äî

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ un : exp++X → expnX.

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü

un : exp++X → expnX ↪→ exp++X

çáiãà¹òüñÿ íà êîìïàêòàõ äî òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ 1exp++X .
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Äîâåäåííÿ Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x ∈ exp++X i x′ ∈ expnX, òî

un(x) = x′ i ìè îäåðæó¹ìî, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ un íåðîçòÿãóþ÷å, ùî

M(un(x), x, t) ≥ min{M(un(x), un(x′), t/2),M(x, x′, t/2)} ≥M(x, expnX, t/2).

Íåõàé òåïåðK ⊂ exp++X � êîìïàêò. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî

ââàæàòè, ùî ìíîæèíà K ∩ exp+X âñþäè ùiëüíà â K. Çàôiêñó¹ìî r ∈ (0, 1).

Iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà L ⊂ K ∩ exp+X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: äëÿ êîæ-

íîãî y ∈ K iñíó¹ l ∈ L òàêå, ùî M(y, l, t/4) > 1− r.
Îñêiëüêè ìíîæèíà exp+X âñþäè ùiëüíà â exp++X, iñíó¹ j0 ∈ N òàêå,

ùî äëÿ êîæíîãî j ≥ j0 i êîæíîãî l ∈ L ìà¹ìî M(l, expj X, t/4) > 1− r.
Íåïåð íåõàé x ∈ K ∩ exp+X i j ≥ j0. Òîäi

M(x, uj(x), t) ≥min{M(uj(x), uj(l), t/2),M(uj(l), l, t/4),M(l, x, t/4)}

≥min{M(x, t/4),M(uj(l), l, t/4),M(l, x, t/4)}

≥1− r.

Òåïåð äëÿ òîãî, ùîáè áóëî (x, uj(x)) ∈ U++
m äëÿ êîæíîãî x ∈ K, çíàéäåìî

p ∈ N òàêå, ùî U++
p ⊂ U++

n . Òîäi ÿêùî t < 1/p i r > 1/p, ìè îäåðæó¹ìî

ïîòðiáíå. Ñïðàâäi, ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ uj îäåðæó¹ìî, ùî

{(x, uj(x)) | x ∈ K} = {(x, uj(x)) | x ∈ K ∩ exp+X} ⊂ U++
p ⊂ U++

n .

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

4 Ðàäiàëüíà ïñåâäîâíóòðiøíiñòü ãiëüáåðòîâîãî êóáà

Íåõàé Q = [−1, 1]ω � ãiëüáåðòiâ êóá. Ïñåâäîâíóòíiøíiñòþ â Q íàçèâà¹ìî

ìíîæèíó s = (−1, 1)ω ⊂ Q. Ðàäiàëüíîþ ïñåâäîâíóòðiøíiñòþ â Q íàçèâà¹ìî

ìíîæèíó

Σ =
⋃
i≥2

[
1− 1

i
, 1 +

1

i

]
⊂ s ⊂ Q.

Òîïîëîãi÷íà õàðàêòåðèçàöiÿ ïàð (Q,Σ) i (s,Σ) íàâåäåíà â [2].

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ñòàòòi ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Íåõàé X � íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì Ïåàíî. Òîäi ïàðà

(exp++X, exp+X) ãîìåîìîðôíà ïàði (Q,Σ).

Äîâåäåííÿ Äîâåäåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 i íàñëiä-

êó 1 ñòàòòi [5]. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî íåîáõiäíà äëÿ äîâåäåííÿ ðið-

íîìiðíà çáiæíiñòü íà êîìïàêòàõ âiäîáðàæåíü un âñòàíîâëåíà ó òâåðäæåííi

3.
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Äàëi, ç ôóíêòîðiàëüíîñòi êîíñòðóêöi¨ exp++X âèïëèâà¹, ùî âîíà íå çà-

ëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ ðîçìèòî¨ ìåòðèêè íà ïðîñòîði X, ÿêà ïîðîäæó¹ éî-

ãî òîïîëîãiþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðîçìèòó ìåòðèêó íà X ìîæíà ââàæàòè

îïóêëîþ i öå äà¹ çìîãó ïðîâîäèòè äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ñòàòòi [5].

5 Çàóâàæåííÿ

Ó ñòàòòi [1] ðîçãëÿíóòî ïðèðîäíó êîìïàêòèôiêàöiþ ôóíêòîðà ïîïîâíåíîãî

iòåðîâàíîãî ãiïåðïðîñòîðó, à ñàìå, ïîêàçàíî, ùî òàêà êîìïàêòèôiêàöiÿ çà-

äà¹òüñÿ âêëàäåííÿì â îáåðíåíó ãðàíèöþ expωX ïîñëiäîâíîñòi

expX ← exp2X ← exp3X ← . . .

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è òàêà êîìïàêòèôiêàöiÿ îäíî÷àñíî ìîæå ñëó-

æèòè i äëÿ êîíñòðóêöi¨ exp++X ó âèïàäêó ïðÿìî¨ ãðàíèöi ðîçìèòèõ ìåòðèê

Ãàóñäîðôà?

Ðåçóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi ìîæíà ïåðåíåñòè òàêîæ íà âèïàäîê iòåðîâàíèõ

ãiïåðïðîñòîðiâ îïóêëèõ êîìïàêòíèõ ìíîæèí ó ðîçìèòèõ íîðìîâàíèõ ïðî-

ñòîðàõ; ìåòðè÷íèé âèïàäîê ðîçãëÿíóòî â [4].

Â.Â. Ôåäîð÷óê [7] ðîçãëÿíóâ òðiéêè, ïîðîäæåíi íåñêií÷åííèìè iòåðàöiÿ-

ìè äîñêîíàëî ìåòðèçîâíèõ ôóíêòîðiâ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíà ïðîáëåìà çíàõîä-

æåííÿ ðîçìèòîãî àíàëîãà öiëêîì ìåòðèçîâíîãî òà äîñêîíàëî ìåòðèçîâíîãî

ôóíêòîðà.
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Èíâàðèàíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì
ãåîäåçè÷åñêèõ

Â. A. Êèîñàê Å. Å. ×åïóðíàÿ

Àííîòàöèÿ Èññëåäîâàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ñîõðàíÿþùèå ñâîéñòâî äîïóñêàòü íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðà-

æåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâàÿ ïàðà ãåîäåçè÷åñêèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîñòðàíñòâ äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ñ ñî-

õðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà. Ïîëó÷åí òåíçîðíûé ïðèçíàê ïðîñòðàíñòâ,

ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïñåâäîðèìàíîâûå ïðîñòðàíñòâà, òåíçîð Ýéíøòåéíà, ãåî-

äåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

ÓÄÊ 514.765.1+512.813.4

Â ñâîå âðåìÿ ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè, ðàáîòàâøèìè â òåîðèè ãåîäåçè-

÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ñòàë âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ

íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ [1], [3]. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâî-

èìè èññëåäîâàíèÿìè äàë Í.Ñ. Ñèíþêîâ, ïîñòðîèâ áåñêîíå÷íóþ íåïåðåñå-

êàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â íåòðèâèàëüíîì

ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êà-

ìè ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vn ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij è V̄n ñ

ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ḡij íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè
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ïðè íåì êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ Vn ïåðåõîäèò â ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ

V̄n.

Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òîáû çàäàííûå ïñåâäî-

ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Vn è V̄n íàõîäèëèñü â ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè

ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå â íèõ óñëîâèé:

Γ̄hij = Γhij + ϕiδ
h
j + ϕjδ

h
i , (1)

ḡij ,k = 2ϕkḡij + ϕiḡjk + ϕj ḡik, (2)

ãäå Γhij (Γ̄hij) � îáúåêòû ñâÿçíîñòè Vn è V̄n ñîîòâåòñòâåííî (îáúåêòû V̄n ãåîäå-

çè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðòîé), δhi � ñèìâî-

ëû Êðîíåêåðà, çàïÿòàÿ �,� � çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè

Vn, ϕi � íåêîòîðûé, ãðàäèåíòíûé ïî íåîáõîäèìîñòè âåêòîð.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû

ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàëî íåòðèâèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå

îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â íåì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé �

aij ,k = λigjk + λjgik, (3)

nλi,j = µgij + aαiR
α
j − aαβR

α β
. ij ., (4)

(n− 1)µ,k = 2(n+ 1)λαR
α
k + aαβ(2Rα. k,

β −Rαβ. . ,k ) (5)

îòíîñèòåëüíî òåíçîðà aij = aji 6= cgij , âåêòîðà λi 6= 0 è èíâàðèàíòà µ, ãäå

Rij = Rαjg
αi; Rk h

.ij. = Rαijβg
αkgβh;

Rij.. ,k = Rαβ ,k g
αigβj ; Rij ,

k = Rαj ,β g
αigβk;

gij � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ê gij , Rij = Rαijα � òåíçîð Ðè÷÷è Vn,

Rhijh � òåíçîð Ðèìàíà, à Rhijk = gαhR
α
ijk.

Ïî èçâåñòíûì ðåøåíèÿì ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ìåòðèêè ãåîäåçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò áûòü

îïðåäåëåíû èç óðàâíåíèé:
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aij = e2ϕḡαβgαigβj ; (6)

λi = −e2ϕϕαḡ
αβgβi. (7)

Çäåñü ϕ = 1
2(n+ 1)

ln
∣∣∣ ḡg ∣∣∣, ãäå g

def
= det ‖gij‖.

Ïóñòü ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ãåîäå-

çè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó ϕi, íà ïðîñòðàíñòâî V̄n.

Òîãäà â Vn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (3), óäîâëåòâîðÿþùåå (6).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü aij êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïñåâäîðèìàíîâà ïðî-

ñòðàíñòâà
1

V
n
:

aij
def
=

1

g
ij
. (8)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
1

V̄
n
ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

ḡ
ij

= e2ϕgij . (9)

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè Vn ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷å-

ñêèì òåíçîðîì gij, à
1

V̄n òàêæå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåò-

ðè÷åñêèì òåíçîðîì
1
ḡij , òî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ

òî÷êàìè, ïðè êîòîðîì èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (9), íàçûâàþò êîíôîðìíûì

îòîáðàæåíèåì [2].

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëîé (9) óñòàíîâëåíî êîíôîðìíîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Vn è
1

V̄
n
, ñîîòâåñòâóþùåå òîìó æå âåêòîðíîìó ïîëþ

ϕi.

Ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè:

Γ̄hij = Γhij + δhi ϕj + δhj ϕi − ϕhgij ; (10)

R̄hijk = Rhijk + δhkϕij − δhj ϕik + ghα(ϕαhgij −

(11)

− ϕαjgik) +∆1ϕ(δhkgij − δhj gik);

R̄ij = Rij + (n− 2)ϕij + (∆2ϕ+ (n− 2)∆1ϕ)gij ; (12)

R̄ = e−2ϕ(R+ 2(n− 1)∆2ϕ+ (n− 1)(n− 2)∆1ϕ). (13)
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Òîãäà, êàê äîêàçàíî Í.Ñ. Ñèíþêîâûì [3], åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ïðî-

ñòðàíñòâî Vn ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ãåî-

äåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó ϕi, íà ïðîñòðàíñòâî

V̄n ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ḡij , òî ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî
1

Vn ñ

ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
1

gij , óäîâëåòâîðÿþùåå (8), äîïóñêàåò ãåîäåçè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òîìó æå âåêòîðó, íà ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî
1

V̄n ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
1

ḡij, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé (9).

Îïðåäåëåíèå 3. Çàêîí, ïðåäñòàâëåííûé ôîðìóëàìè (6), (8), (9), ïå-

ðåâîäÿùèé ïàðó ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vn è V̄n, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóåò ñâÿçûâàþùåå èõ íåòðèâèàëüíîå îòîáðàæåíèå, â äðóãóþ ïàðó

ïðîñòðàíñòâ
1

Vn è
1

V̄n, ñâÿçàííûõ òåì æå îòîáðàæåíèåì, íàçûâàþò èíâà-

ðèàíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíåíèåì

ãåîäåçè÷åñêèõ.

Vn -ÃÎ(ϕ) V̄n

?
Z
Z
Z~
ÊÎ(ϕ)

1

V
n

-ÃÎ(ϕ)
1

V̄
n

Ýòà ñõåìà îïèñûâàåò ââåäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ñîõðàíåíèåì ãåîäåçè÷å-

ñêèõ. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (6) è (7), îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì

âèäå [4] �

Vn -ÃÎ V̄n

aij

? ?
aij

1

V
n

-ÃÎ

1

V̄
n

çäåñü aij = aαjg
αi, à

1

g
ij

= gαia
α
j (14)

1

ḡ
ij

= ḡαia
α
j (15)

Ïðèâåäåííûå äâå ñõåìû ýêâèâàëåíòíû. Èñïîëüçóÿ ïåðâóþ èç íèõ, ïðî-

âåäåì èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Vn è V̄n

íàõîäÿòñÿ â íåòðèâèàëüíîì ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè, ïðè êîòîðîì ñî-

õðàíÿåòñÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà.
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Òåíçîðîì Ýéíøòåéíà íàçûâàþò òåíçîð

Eij = Rij −
R

n
gij ,

à ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéíøòåéíà íåòðèâè-

àëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì

Eij = Ēij .

Òîãäà, êàê äîêàçàíî â ðàáîòàõ [5], [6], â Vn âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ϕij =
R̄

n(n− 1)
ḡij −

R

n(n− 1)
gij . (16)

Äèôôåðåíöèðóÿ è ó÷èòûâàÿ (2), ïîëó÷èì

ϕij , k =
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + R̄

n(n− 1)
(2ϕkḡij +

(17)

+ϕiḡjk + ϕj ḡik)− R, k
n(n− 1)

gij

Òàê êàê Vn è
1

V̄n ñâÿçàíû êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì (9), òî äëÿ íèõ

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (12):

ϕij = Pij + ρgij , (18)

ãäå

Pij
def
=

1

n− 2
(

1

R̄ij −Rij),

ρ =
∆2ϕ

n− 2
+∆1ϕ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (18) �

ϕij , k = Pij , k + ρkgij . (19)

Âû÷òåì (19) èç óðàâíåíèé (17):

Pij , k =
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + R̄

n(n− 1)
(2ϕkḡij +

(20)

+ϕiḡjk + ϕj ḡik)− (
R, k

n(n− 1)
− ρk)gij



48 Â.À. Êèîñàê, Å.Å. ×åïóðíàÿ

Èñêëþ÷èì èç ïîñëåäíåãî R̄
n(n− 1)

ḡij ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (16)

Pij , k =
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + 2ϕkϕij + ϕiϕjk +

+ϕjϕik + R
n(n− 1)

(2ϕkgij + (21)

+ ϕigjk + ϕjgik)− (
R, k

n(n− 1)
− ρk)gij

Ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà
1

V̄n , îáîçíà÷èâ åå
1

,̄

òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (10), áóäåì èìåòü

P
ij

1
,̄k

+ 2ϕkPij + ϕiPjk + ϕjPik − 2Pαkϕ
αgij =

=
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + 2ϕkϕij + ϕiϕjk +

(22)

+ϕjϕik + R
n(n− 1)

(2ϕkgij +

+ϕigjk + ϕjgik)− (
R, k

n(n− 1)
− ρk)gij

Ó÷èòûâàÿ (18), ïîëó÷èì

P
ij

1
,̄k

=
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + ( R

n(n− 1)
− ρ)(2ϕkgij +

(23)

+ϕigjk + ϕjgik)− (
R, k

n(n− 1)
− ρk − 2Pαkϕ

α)gij

È, íàêîíåö, èñïîëüçóÿ (9), áóäåì èìåòü

P
ij

1
,̄k

=
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + ( R

n(n− 1)
− ρ)e−2ϕ(2ϕk

1

ḡ
ij

+

(24)

+ϕi
1

ḡ
jk

+ ϕj
1

ḡ
ik

)− e−2ϕ(R, k − ρk − 2Pαkϕ
α)

1

ḡ
ij

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Vn è V̄n íàõîäÿòñÿ â

íåòðèâèàëüíîì ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéí-

øòåéíà, òî â ïðîñòðàíñòâå
1

V̄n, ïîëó÷åííîì èíâàðèàíòíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì ñ ñîõðàíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ ñóùåñòâóåò òåíçîð Pij, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì (24).

Åñëè ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà V̄n ïîñòîÿííà,

òî óðàâíåíèÿ (24) ïðèíèìàþò âèä

P
ij

1
,̄k

= uk
1

ḡ
ij

+ vi
1

ḡ
jk

+ vj
1

ḡ
ik

(25)

çäåñü ui è vi � íåêîòîðûå âåêòîðû.

Èìååò ìåñòî:

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà Vn è V̄n íàõîäÿòñÿ â

íåòðèâèàëüíîì ãåîäåçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà Ýéí-

øòåéíà è V̄n ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû, òî â ïðî-

ñòðàíñòâå
1

V̄n, ïîëó÷åííîì èíâàðèàíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ñîõðàíåíèåì

ãåîäåçè÷åñêèõ ñóùåñòâóåò òåíçîð Pij, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (25).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà è ñëåäñòâèå èç íåå óñèëèâàþò è îáîáùàþò ðåçóëüòà-

òû Í.Ñ. Ñèíþêîâà è Ñ. Ôîðìåëû [7], [8] îá èíâàðèàíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

ñ ñîõðàíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ïðî-

ñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà.
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Ãåîìåòðèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðàâèëî
ïîñòðîåíèÿ òð¼õìåðíûõ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ

Ìàãóëà À. Ñ. Ìÿ÷èêîâ À. Â.

Àííîòàöèÿ Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ìíî-

ãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èçìåðåíèÿìè 4, 5, 6, 7 è ò. ä., â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ñòåïåííîãî ðÿäà 2n, ïðåäëîæåíà çàêîíî-

ìåðíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñåêòîðîâ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íà îñíîâå

ñâîéñòâ ÷èñëîâîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ïðåäëîæåíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ

òðåõìåðíûõ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîâåäåí àíàëèç ãðàôè-

÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ,

ñóùåñòâóþùèõ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå. Ïðåäñòàâëåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ôè-

çè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
√
−1 - îñíîâíîãî êîìïîíåíòà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

êàê àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ: äëèíû îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðíîñòüþ

n, ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû è òðåõìåðíîãî îáúåìà

÷åòûðåõìåðíîãî øàðà. Îïðåäåëåí àëãîðèòì âûâîäà ôîðìóë ïëîùàäè

ïîâåðõíîñòè è îáúåìà äëÿ ïÿòè è øåñòè ìåðíûõ ñôåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîåêöèÿ ìíîãîìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû, îáúåì ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî øàðà.

Ââåäåíèå

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà óñòàíîâëåíî, ÷òî âî ìíîãèõ ôîðìóëàõ ñîâðåìåí-

íîé ôèçèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè, àñòðîíîìèè è èíôîðìàòèêè ñóùåñòâóåò
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ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà ìîæíî âñòðåòèòü ïðèçíàêè ìîäåëåé ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Òàêèå ïðèçíàêè ïðèìåíÿþòñÿ ïðÿìî èëè êîñâåííî, - ÷åðåç ââå-

äåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò, ñòåïåíåé ñâîáîäû èëè ïðîñòî êîýôôèöè-

åíòîâ â âèäå ÷èñëà 2 èëè 2n. Òàêèå ïðèâíåñåíèÿ, ÷àñòî îòêðûâàþò íîâûå

èíòåðåñíûå âîçìîæíîñòè òåîðèé, ðàñ÷åòîâ èëè îöåíêè ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî

ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ýìïèðè÷åñêèì èëè èíòóèòèâíûì àêòîì ðàñøèðåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà, èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ äî 4, 5, 6 è áîëåå ïðîñòðàíñòâåííûõ èç-

ìåðåíèé è íå äîñòàòî÷íî îïèñàíû è îñîçíàíû. (Îïåðåæàÿ èçëîæåíèå, íåîá-

õîäèìî ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà 2n ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåí-

òîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè êîëè÷åñòâà ñåêòîðîâ ìíîãîìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ). Â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ àêòóàëüíîñòè äàííîé òåìû

ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû:

Â 1921 ãîäó íåìåöêèé ôèçèê Àëüôðåä Ëàíäå, ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðà

èñïóñêàíèÿ ýëåêòðîíîâ àòîìîâ, ïîìåù¼ííûõ â ìàãíèòíîå ïîëå, îáíàðóæèë,

÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ îò ðàñ÷åòíûõ â 2 ðàçà. Äëÿ óñòðàíå-

íèÿ íåñîîòâåòñòâèé â ðàñ÷åòàõ Ëàíäå èñêóññòâåííî ââåë ìíîæèòåëü 2, êîòî-

ðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ìíîæèòåëü Ëàíäå èëè g-ôàêòîð. g-ôàêòîð (ôàêòîð

ìàãíèòíîãî ðàñùåïëåíèÿ), ìíîæèòåëü â ôîðìóëå äëÿ ðàñùåïëåíèÿ óðîâ-

íåé ýíåðãèè â ìàãíèòíîì ïîëå, îïðåäåëÿþùèé ìàñøòàá ðàñùåïëåíèÿ [1, ñ.

344]. Ïîçäíåå äëÿ íåãî áûëà âûâåäåíà ôîðìóëà. Äëÿ ÷èñòî îðáèòàëüíîãî

ìîìåíòà ýëåêòðîíà g-ôàêòîð ðàâåí 1, äëÿ ÷èñòî ñïèíîâîãî ìîìåíòà îí ðà-

âåí 2. Ïîçäíåå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå g áûëî óòî÷íåíî íà îñíîâàíèè äàííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ g = 2.0023.

Â 1925 ãîäó, äîïîëíèòåëüíàÿ ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ÷àñòèöû, ââå-

äåííàÿ íåìåöêèì ôèçèêîì Âîëôãàíãîì Ïàóëè (ïîçäíåå íàçâàííàÿ ñïèíîì),

ïîçâîëèëà îáúÿñíèòü öåëûé ðÿä ÿâëåíèé: ÿâëåíèå ìàãíåòèçìà, ðàñùåïëå-

íèå ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé òîíêîé ñòðóêòóðû â ìàãíèòíîì ïîëå (ýôôåêò Çå-

åìàíà), çàêîíîìåðíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû è ìíîãî äðóãèõ ÿâëåíèé [1,

ñ. 733]. Îäíàêî ÷åòûð¼õìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âíóòðè àòîìà ïðèçíàåòñÿ

òîëüêî êîñâåííî, òàê êàê â ðàñ÷åòàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòî-

ðû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ 3 êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà (Ãàìèëüòîíà, Ëàïëàñà

è äð.).

Â êîíöåïöèè ñòðîåíèÿ ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ àòîìíîãî ÿäðà èç ãèïîòå-

òè÷åñêèõ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö - êâàðêîâ, ïðèìåíÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðî-

ïîðöèîíàëüíîñòè - 2n. Êâàðêè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ãëþîíàìè, òàêæå ãèïî-

òåòè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïåðåíîñ÷èêàìè ñèëüíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Òàê äëÿ êâàðêîâ ñóùåñòâóåò òðè çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë (öâåò),
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äëÿ ãëþîíîâ - 8, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè÷åñòâîì ñåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà - 23 = 8. Òàêæå â òåîðèè êâàðêîâ ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ãèïåðçàðÿä

êàê ñóììà êâàíòîâûõ ÷èñåë ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóþùèõ å¼ êâàðêîâûé ñî-

ñòàâ è ñîñòîÿíèå. Ãèïåðçàðÿä (îáîçíà÷àåòñÿ Y) ÷àñòèöû - ñóììà - áàðèîííî-

ãî ÷èñëà B è àðîìàòîâ: ñòðàííîñòè S, î÷àðîâàíèÿ C, ïðåëåñòè B, èñòèííîñòè

T , Ãèïåðçàðÿä (Y) ñâîäèòñÿ ê óäâîåííîìó ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó (Q), Y =

2Q [1, ñ. 122].

Â àñòðîíîìèè ñóùåñòâóåò ýìïèðè÷åñêîå ïðàâèëî Òèöèóñà - Áîäå, óñòà-

íàâëèâàþùåå çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè ïëàíåò îò Ñîëíöà. Ïðàâèëî

áûëî ïðåäëîæåíî Èîãàíîì Äàíèýëåì Òèöèóñîì â 1766 è ïîëó÷èëî âñåîáùóþ

èçâåñòíîñòü áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Èîãàíà Ýëåðòà Áîäå â 1772. Ïðàâèëî, ñ òî÷-

íîñòüþ 2-5 %, ïðåäñêàçûâàåò ðàçìåð áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ïëàíåò ñîë-

íå÷íîé ñèñòåìû à, â àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ (ðàäèóñàõ çåìíîé îðáèòû):

a = 0.1(3*2n+4), ãäå n - ÷èñëà îò 0 äî 7. Êàê è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñåêòî-

ðîâ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â ôîðìóëå ïðàâèëà ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü

2n. Ïðàâèëî äåéñòâóåò äëÿ âñåõ ïëàíåò îò Ìåðêóðèÿ äî Ïëóòîíà èç ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïàäàåò, òîëüêî ïëàíåòà Íåïòóí [2, ñ. 1337]. Óäîâëå-

òâîðèòåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ýòîé ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè

íå èìååòñÿ.

Ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êîñìè÷åñêèõ ñêîðîñòåé

òàêæå ñîäåðæàò â ñåáå îòëè÷èå òîëüêî â ÷èñëå 2. Ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêî-

ðîñòü: v1 =
√
GM/r, ïðåîäîëåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû

- v2 =
√

2GM/r; ïðåîäîëåíèå ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà è èëè

Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû v3, ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ v2. [1, ñ. 314].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèêëî è îôîðìèëîñü öåëîå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå,

ñâÿçàííîå ñ âåéâëåò-àíàëèçîì è òåîðèåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âåéâëåòû

(îò àíãë. wavelet), âñïëåñêè - ýòî ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèå

àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû äàííûõ. Âåéâëåòû øè-

ðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ôèëüòðàöèè è ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ,

àíàëèçà ñîñòîÿíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèòóàöèè íà ôîíäîâûõ ðûíêàõ, ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðè îáðàáîòêå è ñèíòåçå ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, íàïðèìåð

ðå÷åâûõ, ìåäèöèíñêèõ, ñåéñìè÷åñêèõ, ãåîôèçè÷åñêèõ, ñæàòèÿ è îáðàáîòêè

èçîáðàæåíèé (ôîðìàòû JPEG2000, MPEG4) è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Êëþ÷åâîå çíà÷åíèå â âåéâëåò-àíàëèçå èìååò âûáîð ôóíêöèè ñàìîãî âåéâëå-

òà, êàê ñîñòàâíîé ÷àñòè àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà, è çàäàíèå êîýôôèöèåíòîâ

èíòåãðèðîâàíèÿ a0, b0. Ïðè âåñüìà ñïåöèàëüíîì âûáîðå, ïðè a0 = 2 è b0 = 1,

íàèáîëåå õîðîøèìè ñâîéñòâàìè ÷àñòîòíî-âðåìåííîé ëîêàëèçàöèè îáëàäàåò
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ôóíêöèÿ: Ψm,n(x) = 2−m/2ψ(2−mx − n), ãäå m - âåùåñòâåííûå ÷èñëà [3, ñ.

34]. Â äàííîì ñëó÷àå âåéâëåò-àíàëèç òàêæå ïðèõîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ êî-

ýôôèöèåíòà 2m.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû, çàòðàãèâàþò ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè ôèçèêè,

àñòðîíîìèè, èíôîðìàòèêè, íàïðÿìóþ èëè êîñâåííî ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâà-

ìè ïðîñòðàíñòâà, êàê â ìèêðî, òàê è ìàêðî ìàñøòàáàõ. Âî âñåõ ïðèìåðàõ,

â ôîðìóëàõ ïðèñóòñòâóþò ëèáî äîïîëíèòåëüíûå êîîðäèíàòû, ëèáî ìíîæè-

òåëè â âèäå ÷èñëà 2 èëè 2n. Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ìíîæèòåëåé çà÷àñòóþ

èìååò ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð, èñêóññòâåííîå ëèáî ìàëîîáúÿñíèìîå ïðîèñ-

õîæäåíèå, ìàòåðèàë, èçëîæåííûé â äàííîé ñòàòüå ïîçâîëÿåò äàòü ýòîìó îáú-

ÿñíåíèå.

Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà äâå

îñíîâíûå ôîðìû ãðàôè÷åñêóþ è àëãåáðàè÷åñêóþ. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðå-

äåëåíèÿ ãåîìåòðèè ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ðàçðà-

áîòêà ãðàôè÷åñêîé ôîðìû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî îáå ôîðìû ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1 Àíàëèç ãðàôè÷åñêèõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ.

Ãðàôè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ - áîëåå ñëîæ-

íàÿ, ÷åì àëãåáðàè÷åñêàÿ, òàê êàê ñâÿçàíà ñ èçîáðàæåíèåì â òð¼õìåðíîñòè

îáúåêòîâ ïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ áîëüøåå ÷èñëî èçìåðåíèé ÷åì 3. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ òàêèõ èçîáðàæåíèé íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ðÿä êëþ÷åâûõ òðóäíî-

ñòåé:

- âûÿâèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ;

- îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ;

- ïîñòðîèòü òðåõìåðíûå ïðîåêöèè ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ðàññìîòðèì ãðàôè÷åñêèå îáðàçû ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, ïðèìåíÿåìûå íà ñîâðåìåííîì ýòàïå:

Ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî - ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå ÷èñëî èçìåðå-

íèé (ðàçìåðíîñòü) áîëåå òðåõ. Ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò 3 èçìåðåíèÿ,

ïîâåðõíîñòü - 2, ëèíèÿ 1. Îáû÷íàÿ "ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíòóèöèÿ ÷åëîâåêà

îãðàíè÷åíà òðåìÿ èçìåðåíèÿìè. Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ 4 è áîëü-

øåãî ÷èñëà èçìåðåíèé äà¼ò âîçìîæíîñòü ðåøèòü ìíîãèå âîïðîñû ïðè ïîìî-

ùè ãåîìåòðè÷åñêèõ àíàëîãèé [1, ñ. 377]. Ïðèìåðû ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ÷åòû-
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ð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ôàçîâûå ïðî-

ñòðàíñòâà ìåõàíè÷åñêèõ è äð. ñèñòåì. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç

êàæäóþ åãî òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå,

íî óæå íåëüçÿ ïðîâåñòè ÷åòûðå. Åñëè ïðèíÿòü óêàçàííûå òðè ïðÿìûå çà îñè

êîîðäèíàò, òî ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëèòñÿ çàäàíè-

åì òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë - åå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. Îáîáùàÿ ýòî

ïîëîæåíèå, n-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü

âñåâîçìîæíûõ ñèñòåì èç n ÷èñåë - "òî÷åê" ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìíîãîìåð-

íîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîíÿòèåì è, êàê ïðàâèëî, íå

èçîáðàæàåòñÿ ãðàôè÷åñêè.

Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî -÷åòûð¼õìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, îáúåäèíÿþùåå ôèçè÷åñêîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ.

Òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñîîòâåòñòâóþò "ñîáûòèÿì" ñïåöèàëü-

íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè; ïîëîæåíèå ñîáûòèÿ çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîîð-

äèíàòàìè, - òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè è îäíîé âðåìåííîé [1, ñ. 422]. Ïðàêòè-

÷åñêè âî âñåõ èñòî÷íèêàõ èçîáðàæåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèí-

êîâñêîãî (Ðèñ. 1, à) ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ ñâåòîâûõ êîíóñîâ ñîáûòèé

ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ãäå îäíà èç îñåé ïðîñòðàíñòâåííûõ

êîîðäèíàò ñîâìåùåíà ñ îñüþ âðåìåíè, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì

òðåõìåðíûì èçîáðàæåíèåì ÷åòûðåõìåðíîãî.

Íà ðèñóíêå 1, á ïðåäñòàâëåíà âèçóàëèçàöèÿ ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà èç

ïðîñòðàíñòâà Êàëàáè - ßó, ïîëó÷åíà îäíèì èç òâîðöîâ òåîðèè ñóïåðñòðóí

Ëåîíàðäîì Ñàññêèíäîì, Ñòýíôîðäñêèé óíèâåðñèòåò [5].Òåîðèÿ ñóïåð-

ñòðóí, ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïûòàþùàÿñÿ îáúÿñíèòü ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ

÷àñòèö è èõ âçàèìîäåéñòâèå. Îíà îáúåäèíÿåò êâàíòîâóþ òåîðèþ è òåîðèþ

îòíîñèòåëüíîñòè, â îñîáåííîñòè, â îáúÿñíåíèè ÿäåðíûõ ñèë è ñèëû òÿæåñòè.

Ñóïåðñòðóíû ÿâëÿþòñÿ ãèïîòåòè÷åñêèìè îäíîìåðíûìè îáúåêòàìè, äëèíîé

îêîëî 10−35 ì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà äåñÿòèìåðíàÿ Âñåëåí-

íàÿ. Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèÿ ñóïåðñòðóí ïîëüçóåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâàìè Êàëàáè-ßó. Ïðîñòðàíñòâî Êàëàáè - ßó - ÿâëÿåòñÿ ðèìà-

íîâûì ìíîãîîáðàçèåì, ò.å. îáîáùåíèåì ãåîìåòðèè Ðèìàíà íà ìíîãîìåðíûå

ïðîñòðàíñòâà. [6, c. 18]. Ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà, êàê è ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî

èçó÷àåò ôèãóðû ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðè-

öàòåëüíîé êðèâèçíîé (âûïóêëûå è âîãíóòûå) ñîîòâåòñòâåííî. Èçîáðàæåíèå

(Ðèñ. 1 á.) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òð¼õìåðíóþ ïðîåêöèþ øåñòèìåðíîãî "ñòðóí-

íîãî" îáúåêòà (÷àñòèöû) ïðîñòðàíñòâà Êàëàáè - ßó. Ïðèâåäåííîå èçîáðà-
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æåíèå, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, îäíàêî, â íåé òðóäíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìàòèêó

ãåîìåòðèè øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èëè åãî òðåõìåðíîé ïðîåêöèè.

Ðàçâèòèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ìîäåëåé, ãäå áà-

çîâûì ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî, à ïðîñòðàíñòâî Ôèíñëåðà.

Íà ðèñóíêå 1 â. ïðåäñòàâëåíî âèä äâóõ ñâåòîâûõ êîíóñîâ ñîáûòèé ñïåöèàëü-

íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ÷åòûðåõìåðíîì ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå

[7], íàïðàâëåííûõ âäîëü îñè âðåìåíè (ìèðîâîé ëèíèè). Ôèíñëåðîâî ïðî-

ñòðàíñòâî - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìåòðèêà êîòîðîãî çàäà¼òñÿ ïîëî-

æèòåëüíîé îäíîðîäíîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò:

f(x, λdx) = λf(x, dx). Ãåîìåòðèÿ ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç îáîáùåíèé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Ïàóëü Ôèíñëåð (1918) äàë ïåðâîå îáñòî-

ÿòåëüíîå èññëåäîâàíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. (Ìàòåìàòèêà. Áîëüøîé ýíöèêëî-

ïåäè÷åñêèé ñëîâàðü, 1999, 608). Ïîä ìåòðèêîé ïîíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà, êàê ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ðàññòîÿíèé: ìåòðèêà ìîæåò ââîäèòüñÿ

êàê ïðèâû÷íîå ðàññòîÿíèå ïî ïðÿìîé, â ñëó÷àå ýâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ïî

äóãå â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ è äð. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ôèçè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî, êàê è ïðîñòðàíñòâî Ìèí-

êîâñêîãî, àíèçàòðîïíî. Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî èìååò îäíî âûäåëåííîå

íàïðàâëåíèå - âðåìÿ, à ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò 8 òàêèõ âûäåëåííûõ

íàïðàâëåíèé. Êàê è íà èçîáðàæåíèè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî (Ðèñ. 1 à)

îñü âðåìåíè íà ðèñóíêå 1 â. ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç îñåé ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó

äàííîå èçîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì òðåõìåðíûì èçîáðàæåíèåì

÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé, íî óæå ôèíñëåðîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðîâåäÿ 8 ëó÷åé èç òî÷êè ñõîæäåíèÿ òåòðàýäðîâ âäîëü âûäåëåííûõ íà-

ïðàâëåíèé àíèçîòîðïèè ôèíñëåðîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷èì îáû÷íûé îê-

òàýäð, êàê ìîäåëü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ðèñ 5 â).

Íà ðèñóíêå 1 ã. èçîáðàæåí âèä äâóõ ñâåòîâûõ êîíóñîâ ñîáûòèé ñïåöèàëü-

íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî óæå â ïÿòèìåðíîì ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ãäå èìåþòñÿ 4 èçìåðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è îäíî èçìåðåíèå âðåìåíè [8].

Íà ýòîì èçîáðàæåíèè â ñâåòîâîé êîíóñ, êàê ñåêòîð ïðîñòðàíñòâà, ââåäåíà

÷åòâåðòàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñü, à îñü âðåìåíè òàêæå ñîâìåùåíà ñ îäíîé èç

îñåé êîîðäèíàò. Ðèñóíîê 1 ã. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå

äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñåêòîðîâ ÷åòûðåõìåðíîãî ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè

â ñîîòâåòñòâèè ñ àíèçîòðîïèåé ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà ïðîäîëæèòü ïî-

ñòðîåíèå, ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü ïðåäñòàâëåííóþ ôèãóðó âäîëü ÷åòûðåõ îñåé

÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò. å. èçîáðàçèòü ìíîãîãðàííèê, ñîñòîÿùèé èç
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Ðèñ. 1

Èçîáðàæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

à. Ñâåòîâîé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.
á. Òð¼õìåðíàÿ ïðîåêöèÿ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Êàëàáè - ßó, ïîëó÷åíà Ëåîíàðäîì
Ñàññêèíäîì (Ñòýíôîðäñêèé óíèâåðñèòåò) ñ ïîìîùüþ Mathematica Physics World 16 (11).
â. Ñâåòîâîé êîíóñ â òð¼õìåðíîì ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå [8]
ã. Ñâåòîâîé êîíóñ â ÷åòûðåõìåðíîì ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå [8]
ä. Ìîäåëü ÷åòûðåõìåðíîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà "8 ðîìáîâ íà ïîâåðõíîñòè øàðà".
å. Ìîäåëü ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "×åòûðåõìåðíûé êóá"èëè "Ãèïåðêóá".
æ. Ðîìáîäîäåêàýäð.
ç. Ïîñòîðîåíèå 1, 2, 3, è 4-õ ìåðíîãî ñèìïëåêñà (Ñèìïëåêñ - (îò ëàòèíñêîãî simplex -
ïðîñòîé) ïðîñòåéøèé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê äàííîãî ÷èñëà èçìåðåíèé n).
è. n-ÿ÷åéêè (ñëåâà íàïðàâî: 5, 8, 16, 24), êàê ìíîãîãðàííèêè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
[10].
ê. 5 òðåõìåðíûõ ãðàíåé ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà
ë. n-ÿ÷åéêà 120 èëè ÷åòûðåõìåðíàÿ ïðîåêöèÿ äîäåêàýäðà "Ñòîäâàäöàòü"[11] "

âîñüìè êâàäðàòîâ. Ìíîãîãðàííèê èç 8 êâàäðàòîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ãðàíè

ñëåäóåò äåôîðìèðîâàòü, ïðèâîäÿ ê ðîìáàì. Ôèãóðó èç 8 ðîìáîâ ìîæíî ïî-

ñòðîèòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íî ãðàíè òàêîé ôèãóðû íå áóäóò ïëîñ-

êèìè. Ôèãóðó èç 8 ðîìáîâ ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïîâåðõíîñòè øàðà (Ðèñ 1.

ä) ò. å. â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàáîòå Ã. Þ. Áîãîñëîâñêîãî [9] ïîëó÷åí

ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñâåòîâîãî ôðîíòà â ïîëíî-

ñòüþ àíèçîòðîïíîì ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé, ïðè ìîíîòîííîì

âîçðàñòàíèè ñêîðîñòåé îáúåêòîâ äî ñêîðîñòè ñâåòà, ñòðåìèòñÿ ê ôîðìå ïðà-
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âèëüíîãî ðîìáîäîäåêàýäðà (Ðèñ. 1 æ). Ò.å. åñëè ðàññìàòðèâàòü ñôåðó â ÷å-

òûðåõìåðíîì, ïîëíîñòüþ àíèçîòðîïíîì, ôèíñëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ìàñ-

øòàáàõ, ñðàâíèìûõ ñ ñîëíå÷íîé ñèñòåìîé, òî îíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ôîðìå

ðîìáîäîäåêàýäðà. Ðîìáîäîäåêàýäð ñîñòîèò èç 12 ïëîñêèõ ðîìáè÷åñêèõ ãðà-

íåé. Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì, äëÿ âûÿâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû: "Ñêîëüêî ñåê-

òîðîâ èìååò ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 8, 12 èëè áîëåå? Êàêîé ôîðìû ýòè

ñåêòîðà?"

Íà ðèñóíêå 1 å. ïðèâåäåíà ôèãóðà, ñîçäàííàÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì

êóáà, êîòîðóþ â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò: "÷åòûðåõìåðíûé êóá "òðåõìåðíàÿ

ïðîåêöèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà "ãèïåðêóá"[10]. Óòâåðæäåíèå î ÷åòûð¼õìåð-

íîñòè ýòîé ôèãóðû ñîçäàåòñÿ, ïîëüçóÿñü ëîãèêîé: ñëåä äâèæåíèÿ òî÷êè -

ýòî ïðÿìàÿ; ïðÿìîé - ïëîñêîñòü; ïëîñêîñòè - òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; äâè-

æåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðèâîäÿ

ïîëó÷åííóþ ôèãóðó ê ðàâíîñòè ñòîðîí, ïîëó÷àåì - ðîìáîäîäåêàýäð (Ðèñ. 1

æ). Â äàííîì ñëó÷àå ðîìáîäîäåêàýäð èìååò 16 âåðøèí: 14 âíåøíèõ âåðøèí

è 2 âíóòðåííèå (íà ðèñóíêå 1 æ îíè ñîâìåùåíû â öåíòðå). Åñëè ðàññìîòðåòü

äàííîå ïîñòðîåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ îñíîâ ãåîìåòðèè, òî ìîæíî îáíàðóæèòü

îøèáêó â íàçâàíèè. Îáðàòèìñÿ ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì: òî÷êà - áåçðàçìåð-

íûé îáúåêò, êîòîðûé ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðÿìàÿ, òàêæå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â äâóõ, òðåõ, ÷åòûð¼õ, ïÿòè è ò. ä. ìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è áóäåò èìåòü ïðèâû÷íûé äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

âèä. Êóá - ýòî 8 òî÷åê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîåäèíåííûõ ïðÿìûìè è

ïëîñêîñòÿìè. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàêæå ìîæíî ñîçäàòü 8 òî÷åê

è ñîåäèíèòü èõ ïðÿìûìè, ïîëó÷èâ òîò æå âèä êóáà. Óòâåðæäåíèÿ î òîì,

÷òî - òà èëè èíàÿ ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ "÷åòûðåõìåðíûì êóáîì"îøèáî÷íû, òàê

êàê êóá â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò 8 âåðøèí, à çíà÷èò 12 ð¼-

áåð, 6 ãðàíåé è ÿâëÿåòñÿ êóáîì. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî: â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðíîñòüþ áîëüøå 3-õ, âñå çíàêîìûå

ôèãóðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîðìó. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ÷åòûð¼õìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ïðèðîäå è ñòðóêòóðå

è äëÿ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ íóæíî èññëåäîâàòü êîëè÷åñòâî è ðàñïîëîæåíèå åãî

ñåêòîðîâ, ñëåäû äâèæåíèÿ òðåõìåðíûõ ôèãóð íå äàþò ïðåäñòàâëåíèå î ãåî-

ìåòðèè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ôèãóðà íà ðèñóíêå 1 å. íå

"÷åòûðåõìåðíûé êóá à òðåõìåðíûé ñëåä äâèæåíèÿ êóáà è ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ê ñîæàëåíèþ

íå îòðàæàþùàÿ åãî ñòðóêòóðó.
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Ïðèìåðîì ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ. Ñèìïëåêñ - (îò

ëàòèíñêîãî simplex - ïðîñòîé) ïðîñòåéøèé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê äàííî-

ãî ÷èñëà èçìåðåíèé n. Ïðè n = 3 òðåõìåðíûé ñèìïëåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðîèçâîëüíûé, â òîì ÷èñëå íåïðàâèëüíûé òåòðàýäð [7, ñ. 543]. Íà ðèñóíêå

1 ç ïðåäñòàâëåíû ñèìïëåêñû 1, 2, 3 è 4-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëîãèêà ïî-

ñòðîåíèÿ ñèìïëåêñîâ ïðîñòà: åñëè òðåóãîëüíèê, ñ òðåìÿ âåðøèíàìè - ýòî

ñèìïëåêñ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à òåòðàýäð, ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè -

ýòî ñèìïëåêñ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî, äîáàâëÿÿ îäíó âåðøèíó è ñî-

åäèíÿÿ èõ ìåæäó ñîáîé, ïîëó÷àåì òðåõìåðíóþ ïðîåêöèþ ñèìïëåêñà ÷åòû-

ðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñèìïëåêñ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò 5

âåðøèí, 10 ðåáåð, 10 äâóìåðíûõ ãðàíåé è 5 òðåõìåðíûõ ãðàíåé (Ðèñ 1 ê).

Âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèå äàëüøå, ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ, êîëè÷åñòâî

òî÷åê, ðåáåð è ãðàíåé ïðîñòåéøèõ ìíîãîãðàííèêîâ (àíàëîãîâ òýòðàýäðà) â

ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïîëó÷èòü èõ òðåõìåðíóþ ïðîåêöèþ. Îä-

íàêî, îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñàìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, ò. å êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ è èõ ôîðìó, ïîëüçóÿñü ñèìïëåêñàìè

ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîñòðîåíèå äðóãèõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ, ñ áîëüøèì, ÷åì ñèìïëåêñîâ, êîëè÷åñòâîì âåðøèí âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïîäîáíî "ãèïåðêóáó"(Ðèñ. 1 å). Ïðàâèëüíûå ìíî-

ãîãðàííèêè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòðîÿòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, åñëè

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå òåëî, ÿâëÿþòñÿ

ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, òî â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáëà-

ñòè, îãðàíè÷èâàþùèå ÷åòûðåõìåðíûé îáðàç, ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ìíî-

ãîãðàííèêàìè. Òàêèå îáðàçû, íàçûâàþòñÿ n- ÿ÷åéêàìè, ïî ÷èñëó ìíîãîãðàí-

íèêîâ, èõ èçâåñòíî 6: ÿ÷åéêè 5, 8, 16, 24, 120 è 600 [10, c. 148]. Íà ðèñóíêå 1

è, èçîáðàæåíû ÿ÷åéêè 5, 8, 16 è 24, êàê ìíîãîãðàííèêè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Âñå n-ÿ÷åéêè ñòðîÿòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðíîñîì è èìåþò áîëüøîå

êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí. ×àñòî n-ÿ÷åéêè íàçûâàþò ÷åòûðåõìåðíûìè

ïðîåêöèÿìè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, òàêàÿ ïðîåêöèÿ äîäåêàýäðà, ïî-

ñòðîåííàÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì, íàçûâà-

åòñÿ: "Ñòîäâàäöàòü"(Ðèñ. 1 ë.) [11]. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèê èëè

åãî ïðîåêöèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è êàêîé

èç íèõ ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé èëè òîïîëîãèåé êîíêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà,

ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü.
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2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ - êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ôîðìàëüíî, ïîëîæåíèå òî÷êè èëè ëþáîãî îáúåêòà â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè, è

èõ êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóåò ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Îäíèì èç îáîáùåíèé

ïîíÿòèÿ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà äîáàâëÿ-

þò ê îáû÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äîïîëíèòåëüíîå

èçìåðåíèå ìíèìîé îñè. Âìåñòî îäíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë âîçíèêàåò ïðîñòðàíñòâî ÷èñåë, ìíîæåñòâî êîòîðûõ çàäàþòñÿ

óæå íå ïðÿìîé, à êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ, îäíà èç îñåé êîòîðîé - ìíèìàÿ.

Ðèñ. 2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîîðäèíàò âåêòîðà ýòîé

ïëîñêîñòè âèäà: z = x + iy (Ðèñ. 2). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, êîëè÷åñòâî ìíèìûõ è äåéñòâèòåëüíûõ îñåé óâåëè÷èâàåòñÿ, òàêèå

ïðîñòðàíñòâà çàäàþòñÿ ãèïåðêîìïëåñíûìè ÷èñëàìè. Ãèïåðêîìïëåñíûå ÷èñ-

ëà ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê òî÷êè â íåêîòîðîì ìíîãîìåðíîì Åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, íàïðèìåð, ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü

çàäàíî îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë - êâàòåðíèîíàìè,

êîòîðûå èìåþò îäíó äåéñòâèòåëüíóþ îñü è òðè ìíèìûå. Â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðûå

â ðàçëè÷íûõ âàðèàöèÿõ ìîäåëèðóþò ÷èñëîâûå ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà

ñ èçìåðåíèÿìè äî 16 (Ðèñ. 3). Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîäåëèðóþò ìíî-

ãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêè êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë. Êàê ïðàâèëî,

ðåçóëüòàòîì ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò èëè ôîðìóëà.

Ïîëó÷åíèå îáðàçà, êàê íàãëÿäíîé êàðòèíû ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà, ñîáûòèÿ

èëè ïðîöåññà çàòðóäíåíî. Äàííûå çàòðóäíåíèÿ îáóñëîâëåíû ñêîðåå ïñèõîëî-
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ãè÷åñêè, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêè è îáóñëîâëåíû îòñóòñòâèåì îïûòà âîñïðèÿòèÿ

ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðíîñòüþ áîëåå òð¼õ è ìîãóò ïðèâîäèòü ê îøèáêàì.

Ðèñ. 3 Êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë êàê ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ðèñ. 4 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
√
−1

Ìíèìûé õàðàêòåð îñè Y êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (Ðèñ. 2) çàäàåòñÿ ïðè-

ñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ i =
√
−1. Çíà÷åíèå: i =

√
−1 ïðåäëîæèë Ëåîíàðä

Ýéëåð â 1777 ã. Èçâåñòíî, ÷òî È. Íüþòîí íå âêëþ÷àë êîìïëåêñíûå âåëè÷è-

íû â ïîíÿòèå ÷èñëà, à Ã. Ëåéáíèöó ïðèíàäëåæèò ôðàçà: "Ìíèìûå ÷èñëà -

ýòî ïðåêðàñíîå è ÷óäåñíîå óáåæèùå áîæåñòâåííîãî äóõà, ïî÷òè ÷òî àìôè-

áèÿ áûòèÿ ñ íåáûòèåì"[7, ñ. 278]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè âûðàæåíèå:
√
−1 - àáñòðàêòíûé ñèìâîë, íå èìåþùèé ñìûñëà. Ñóùíîñòü ýòîãî ñèìâî-

ëà ñëåäóåò èñêàòü áîëüøå â îáëàñòè ôèçèêè è ôèëîñîôèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

ôèçèêè åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê:
√
−1 - ýòî ôîðìà ìåòðèêè ïðî-

ñòðàíñòâà, êîòîðîå íå èçìåðèìî ñ ïîìîùüþ ïîëîæèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé, è

ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ãðàôè÷åñêè,
√
−1 - ýòî îäíà èç ñòîðîí êâàäðàòà ñî

ñòîðîíàìè 1 è -1 (Ðèñ. 4), êîòîðûé ëåæèò, â òàê íàçûâàåìîì, íåìåõàíè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èëè íåìåõàíè÷åñêîé åãî ÷àñòè. Íåìåõàíè÷åñêîå ïðî-
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ñòðàíñòâî èìååò îòðèöàòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü ðàññòîÿíèÿ. Îòðèöàòåëüíûé

çíàê çäåñü ëèøü, óêàçûâàåò íà íåïðèíàäëåæíîñòü ê ìèðó âåëè÷èí ìåõàíèêè

è èìååò óñëîâíîå çíà÷åíèå. Òàê æå êàê óñëîâíîå çíà÷åíèå èìååò, ïðèíÿòîå

â ìàòåìàòèêå ïðàâèëî, ÷òî ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ äâóõ îòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë åñòü - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íåìåõàíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

èìååò ïðîåêöèþ íà îñè îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à çíà÷èò, ìîæåò îêàçûâàòü

íà íåãî âëèÿíèå. Êàê èçâåñòíî èç ôèçèêè, òàêèå íåìåõàíè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà íå ïðîñòî àáñòðàêöèÿ, à ðåàëüíûé ìèð âçàèìîäåéñòâèé èçâåñòíûé íàì

êàê ýëåêòðè÷åñòâî, ìàãíåòèçì, ìèð àòîìîâ è ìîëåêóë. Â êâàíòîâîé òåîðèè

åñòü ðÿä ìåõàíè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, òàê äëÿ îáúåêòîâ ìèêðîìèðà: íå ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ïîíÿòèå êàê, - òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû; ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè

Ãåéçåíáåðãà óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ êî-

îðäèíàò ÷àñòèöû è å¼ èìïóëüñà.

3 Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðíîñòüþ 0, 1, 2, 3, 4, 5. . .

Àíàëèç èñòî÷íèêîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âûÿâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü: "Êàêîå êîëè÷åñòâî ñåê-

òîðîâ èìåþò ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðíîñòüþ áîëüøå òð¼õ, è êàêóþ ôîðìó èìåþò

ñåêòîðà?". Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ðàçäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêî-

ñòÿìè íà 8 îêòàíòîâ (Ðèñ. 5).

Äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè: ïîêàçàòåëü

ñòåïåíè n ïðèíÿòü çà ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, òî ðåçóëüòàòîì âîçâåäåíèÿ

â ñòåïåíü ÷èñëà 2, ïî ýòîìó ïîêàçàòåëþ, ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ

ñîîòâåòñòâóþùåãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä 20, 21, 22, 23, 24, 25 . . .

-20 = 1; 0 - íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; 1 - îäèí ñåêòîð íóëüìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà - òî÷êà.

-21 = 2; 1 - îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðÿìàÿ); 2 ñåêòîðà - ïîëîæèòåëüíàÿ

è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñü êîîðäèíàòíîé îñè.

-22 = 4; 2 - äâóõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (ïëîñêîñòü); 4 ñåêòîðà êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè.

-23 = 8; 3 - òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; 8 ñåêòîðîâ (îêòàíòîâ) (Ðèñ. 5). Äëÿ

íàãëÿäíîãî èçîáðàæåíèÿ ôîðìû ñåêòîðîâ íà ðèñóíêå 5 â êîîðäèíàòíûå

ïëîñêîñòè âïèñàí îêòàýäð.

-24 = 16; 4 - ÷åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; 16 ñåêòîðîâ.
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Ðèñ. 5 Ìîäåëü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Îêòàýäð".

à á

â

Ðèñ. 6 Ìîäåëè 4-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à - ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê èëè
ðîìáîñåäåêàýäð (îò ëàòèí. sedecim - øåñòíàäöàòü); á - ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê
íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. â. - ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê (âàðèàíò 2)

Èçëîæåíèå ïîäõîäèò ê ïîíÿòèÿì, íåïðèâû÷íûì îïûòó íàøåãî âîñïðè-

ÿòèÿ. Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî - ðåàëüíîñòü, äàííàÿ â îùóùåíèè,

ïîýòîìó ïðåäñòàâèòü ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî òîëüêî, àíàëèçèðóÿ

ñîáñòâåííûå îùóùåíèÿ. Ôèãóðû, ïîêàçûâàþùèå ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó

ïðîñòðàíñòâ ÷åòûð¼õ, ïÿòè, øåñòè è ò. ä. èçìåðåíèé, - ýòî òð¼õìåðíûå ìîäå-

ëè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Âàæíî íå ïóòàòü ìîäåëè è òðåõìåðíûå ïðîåêöèè ìíî-

ãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìîäåëè ïîêàçûâàþò ãåîìåòðèþ ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ â ñåáå, ïðîåêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê



Ãåîìåòðèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ 63

ïðîåöèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ â òðåõìåðíûå è áóäóò ðàññìîòðåíû

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâîçìîæíî ïðîâåñòè ÷åòâåðòóþ ïðîñòðàí-

ñòâåííóþ îñü, ïûòàÿñü ñîáëþñòè óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè, ïðè êîòîðîì óã-

ëû ìåæäó îñÿìè áóäóò ïðÿìûìè. Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî ÷åòûðåõìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ïî ïðèðîäå ñâîåé èìååò "¼ìêîñòü ñâîáîä"áîëüøóþ, ÷åì òðåõìåð-

íîå. "�ìêîñòü"ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç îáúåì n-

ìåðíîãî øàðà (ðàñ÷åòû ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 4). Ôîðìà ñåêòîðîâ ïðîñòðàí-

ñòâà, ñ óâåëè÷åíèåì ìåðíîñòè, óñëîæíÿåòñÿ: äëÿ îäíîìåðíîñòè ýòî - ëó÷, è â

ñâîåì ïðîñòðàíñòâå âèäèòñÿ îí êàê òî÷êà; äëÿ äâóõìåðíîñòè - òðåóãîëüíèê,

â ñâî¼ì ïðîñòðàíñòâå âèäèòñÿ êàê ëèíèÿ; äëÿ òðåõìåðíîñòè ñåêòîð ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïèðàìèäó ñ òðåóãîëüíèêîì â îñíîâàíèè (Ðèñ. 5). Ñîîòâåòñòâåííî,

äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïèðàìèäó ñ

êâàäðàòîì â îñíîâàíèè; ñåêòîð - ïÿòèìåðíîñòè ïèðàìèäà ñ ïÿòèóãîëüíèêîì

â îñíîâàíèè è ò. ä.

Èçîáðàçèòü îáú¼ìíóþ çàìêíóòóþ ôèãóðó èç 16 êâàäðàòîâ, êàê ìîäåëü

÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â ïðîñòðàíñòâå òð¼õ èçìåðåíèé, íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì èç-çà íåñîîòâåòñòâèÿ "¼ìêîñòè"òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, ïîýòîìó ìîäåëü ÷åòûð¼õìåðíîñòè âîçìîæíî èçîáðàçèòü òîëüêî, äå-

ôîðìèðóÿ ñåêòîðà è ïðèâîäÿ êâàäðàòû ê ðîìáàì (Ðèñ. 6 à). Íà ðèñóíêàõ 6 á

è â ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû øåñòíàäöàòèãðàííèêîâ íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óãëû ìåæäó ëó÷àìè ìîäåëè ñîñòàâ-

ëÿþò 90 ãðàäóñîâ, îòîáðàçèòü ýòî íà òðåõìåðíîì ðèñóíêå íå ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ âîçìîæíûì. Ñåêòîðà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçäåëåíû ïëîñêîñòÿìè,

ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùèå ñåêòîðà ìîäåëè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ëîìàíóþ ñòðóêòóðó, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî

îñåé è ïîëóîñåé, ïðèâåäåííûõ ìîäåëåé (Ðèñ 6 á, â) áîëüøå ÷åì 4 è 8, ñîîòâåò-

ñòâåííî. ×òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê îùóùåíèþ ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

íóæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî â êàæäîì èç øåñòíàäöàòè ñåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàí-

ñòâà âû òàêæå ñâîáîäíû, êàê è â êàæäîì èç âîñüìè ñåêòîðîâ òð¼õìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Ôèãóðà íà ðèñóíêå 6 à - ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê èëè ðîìáîñå-

äåêàýäð (îò ëàòèí. sedecim - øåñòíàäöàòü) ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì àíàëîãîì

ðîìáîäîäåêàýäðà (Ðèñ.1 æ). Ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê èìååò 16 ÷å-

òûðåõóãîëüíûõ ãðàíåé, 18 âåðøèí è 32 ðåáðà, ãðàíè íå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè

÷åòûðåõóãîëüíèêàìè. Îäíàêî, åñëè ðàñïîëîæèòü ýòó ôèãóðó íà ñôåðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè òî ìîæíî ïîëó÷èòü ôèãóðó ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, â êî-
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òîðîé ðîìáè÷åñêèå ãðàíè áóäóò ó÷àñòêàìè ñôåðû. Òàê æå êàê è ðîìáîäî-

äåêàýäð, ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê íå ìîæåò áûòü âïèñàí â ñôåðó,

òàê êàê âåðøèíû ñ ÷åòûðüìÿ ïðèìûêàþùèìè ãðàíÿìè, îòñòîÿò îò öåíòðà

äàëüøå, ÷åì âåðøèíû ñ òðåìÿ ãðàíÿìè. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ôèãóðû ê ðàâíîñòè

ñòîðîí è ãðàíåé ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü íóæíî íåìíîãî âûòÿíóòü, ïðå-

âðàòèâ å¼ â ïîäîáèå ÿéöà, âèçóàëüíî ýòî ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòíî. Íà ðèñóíêå

6 â èçîáðàæåí âàðèàíò ñôåðè÷åñêîãî ðîìáè÷åñêîãî øåñòíàäöàòèãðàííèêà, ñ

ðàâíûìè ãðàíÿìè, êîòîðûé ìîæåò áûòü âïèñàí â ñôåðó. Ñëåäóåò îæèäàòü,

÷òî ðîìáè÷åñêèé øåñòíàäöàòèãðàííèê, â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííèêîì, òàêæå êàê îêòàýäð â òðåõìåðíîì.

−25 = 32; 5 - ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; 32 ñåêòîðà. Ñåêòîð ïÿòèìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà - ïèðàìèäà ñ ïÿòèóãîëüíèêîì â îñíîâàíèè. Èçîáðàçèòü ìíî-

ãîãðàííèê èç 32 ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó ãðàíè íóæíî äåôîðìèðîâàòü èç-çà

íåñîîòâåòñòâèÿ "¼ìêîñòè"òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïÿòèìåðíîìó. Ôèãóðà

èç 32-õ ïÿòèóãîëüíèêîâ (Ðèñ. 7 à) èìååò 32 ãðàíè, 50 âåðøèí è 80 ðåáåð.

Ãðàíè ïðåäñòàâëåííîé ôèãóðû íåëüçÿ ïðèâåñòè ê ðàâíîñòè ñòîðîí, îäíàêî

ìîæíî ñîáëþñòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïëîùàäü ãðàíåé áóäåò îäèíàêîâà, à

ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ãðàíåé ðàâíû. Äëÿ ïðîñòîòû âîñïðèÿòèÿ ìîäåëü

ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôèãóðîé, ïîëó-

÷åííîé îò âçàèìíîãî ðàçìåùåíèÿ èêîñàýäðà è äîäåêàýäðà - 20 è 12 âåðøèí

ñîîòâåòñòâåííî.

à á

Ðèñ. 7 Ìîäåëè ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: à. Íåïðàâèëüíûé "ïÿòèóãîëüíûé òðèäöàòè-
äâóõãðàííèê"ñ ïÿòèóãîëüíûìè ãðàíÿìè; á: "Ôóòáîëüíûé ìÿ÷".

Âçÿòûå ñîâìåñòíî, ýòè äâå ôèãóðû èìåþò 32 âåðøèíû. Åñëè ÷åðåç âåð-

øèíû ïðîâåñòè ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè ôèãóðû, òî ïîëó÷èòñÿ

ôèãóðà çíàêîìàÿ íàì êàê ôóòáîëüíûé ìÿ÷ - 32 ãðàíè: 12 ïÿòèóãîëüíèêîâ è

20 øåñòèóãîëüíèêîâ (Ðèñ. 7 á). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê îùóùåíèþ
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ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íóæíî ïîíÿòü, ÷òî âñå óãëû ìåæäó îñÿìè ðàâíû

90 ãðàäóñîâ è â êàæäîì èç 32 ñåêòîðîâ âû òàêæå ñâîáîäíû, êàê è â êàæ-

äîì èç âîñüìè ñåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâ ñ

ìåðíîñòÿìè 6, 7, 8 è áîëåå, ñòðîÿòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñòåïåíåé ÷èñëà 2, ãäå

ìíîãîãðàííèêè áóäóò èìåòü ïî 26 = 64, 27 = 128, 28 = 256 ñåêòîðîâ, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñåêòîðà ïðîñòðàíñòâ áóäóò âûãëÿäåòü êàê ïèðàìèäû ñ îñíîâàíè-

åì â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà, ñ ÷èñëîì ðåáåð, ðàâíûì ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ôèãóðó èç 64 øåñòèóãîëüíèêîâ âîçìîæíî ïîñòðîèòü, äåôîðìèðóÿ ïëîñêîñòè

ãðàíåé è óõîäÿ îò ðàâíîñòè ñòîðîí. Ïîñòðîåíèå ôèãóð èç 128 ñåìèóãîëüíè-

êîâ è 256 âîñüìèóãîëüíèêîâ â ïðîñòðàíñòâå òðåõ èçìåðåíèé íå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíûì.

4 Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíûõ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Íà îñíîâàíèè àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïî 2n, èçëî-

æåííîì â ïðåäûäóùåé ãëàâå óñòàíîâëåíî ÷òî, òðåõìåðíàÿ ïðîåêöèÿ ëþáîãî

èç n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîêàìè òðåóãîëü-

íèêà Ïàñêàëÿ. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ - àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, òðå-

óãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ òàáëèöà äëÿ ñîñòàâëåíèÿ áèíîìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

[8].

Ïðîåêöèÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç òàêîãî êîëè÷åñòâà

òî÷åê, ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé, ïðîñòðàíñòâ òðåõ, ÷åòûðåõ, ïÿòè è ò. ä. èçìå-

ðåíèé, êàêîå ïîêàçûâàåò öèôðà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå â

ñòðîêå ÷èñëîâîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Íîìåð ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ìåð-

íîñòè ïðîåöèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà, íà÷èíàÿ îò 0, ïîðÿäêîâûé íîìåð ÷èñëà

â ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ - ýëåìåíòîâ ïðîåêöèè, öèôðà

ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ (Ðèñ. 8) .

Ðèñ. 8 Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ - êëþ÷ ê ïîñòðîåíèþ òð¼õìåðíûõ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ñóììà áèíîìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñòðîêàõ ðàâíÿåòñÿ ýëåìåíòàì

ñòåïåííîãî ðÿäà 2n è ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ n-ìåðíîãî ïðî-
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ñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé ïðîñòðàíñòâ îò 0 äî 7, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 8. Êàæäûé íàêëîííûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò

ýëåìåíòó ïðîåêöèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, - òî÷êå, ïðÿìîé, òðåõ, ÷åòûðåõ,

ïÿòè ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó è ò. ä. Öèôðû â ñòðîêàõ ïîêàçûâàþò êîëè÷å-

ñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïðîåêöèè.

20=1 (1) - íóëüìåðíîå ïðîñòðàíñòâî: îäíà òî÷êà;

21=2 (1 1) - îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî: îäíà òî÷êà, îäíà ïðÿìàÿ, (äâà

íàïðàâëåíèÿ);

22=4 (1 2 1) - äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî: îäíà òî÷êà, äâå ïðÿìûõ, îäíà

ïëîñêîñòü (4 ñåêòîðà).

23=8 (1 3 3 1) - òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî: îäíà òî÷êà, òðè ïðÿìûõ, òðè

ïëîñêîñòè, îäíî òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (8 îêòàíòîâ) (Ðèñ. 9).

24=16 (1 4 6 4 1) - ïðîåêöèÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: îäíà òî÷êà, 4

ïðÿìûõ, 6 ïëîñêîñòåé, 4 òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà, îäíî ÷åòûð¼õìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî (Ðèñ. 10).

Ðèñ. 9 Ìîäåëü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Ðèñ. 10 Ïðîåêöèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
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Íà ðèñóíêàõ ïðîåêöèé n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ áóäóò èçîáðàæàòüñÿ òîëü-

êî òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, ïðîñòðàíñòâà òð¼õ è áîëåå èçìåðåíèé ìîæ-

íî íàãëÿäíî âîñïðîèçâåñòè ñ ïîìîùüþ ñôåð, îäíàêî ýòî òîëüêî óñëîæíèò

ïðåäñòàâëåíèå, ïîýòîìó èõ èçîáðàæåíèå íå öåëåñîîáðàçíî. ×åòûðå ïðÿìûå:

1,2,3,4, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó è, ðàâíîóäàë¼ííûå äðóã îò äðóãà â ïðî-

ñòðàíñòâå, áóäóò ðàñïîëîæåíû âäîëü äèàãîíàëåé êóáà (Ðèñ. 10). Êàæäûì

äâóì ïàðàì ïðÿìûõ, ñîîòâåòñòâóþò 6 ïëîñêîñòåé: 12, 13, 14, 23, 24, 34. Êàæ-

äûì òð¼ì ïðÿìûì ñîîòâåòñòâóþò 4 òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà: 123, 124, 234,

134. Ïðè âçàèìíîì ïåðåñå÷åíèè ÷åòûðå òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà, ñ öåí-

òðàìè â âåðøèíàõ òýòðàýäðà, äàþò âñ¼ òå æå 6 ïëîñêîñòåé, 6 ïëîñêîñòåé -

4 ïðÿìûõ, ïîýòîìó ïðîåêöèþ ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî òàêæå

ïîñòðîèòü è ïî àëãîðèòìó îò áîëüøåãî èçìåðåíèÿ ê ìåíüøåìó.

Èç ðèñóíêà 10 âèäíî, ïëîñêîñòè ïðîåêöèè ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò åù¼ òðè ïðÿìûå, âûõîäÿùèå èç öåíòðîâ ãðàíåé

êóáà è ïîâòîðÿþùèå ìîäåëü òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-

åêöèÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèò â ñåáå ïðîåêöèþ òðåõìåðíî-

ãî è äàëåå ïðîåêöèè âñåõ ìåíüøèõ ïðîñòðàíñòâ. 25=32 (1 5 10 10 5 1) -

ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: 1 òî÷êà, 5 ïðÿìûõ, 10 ïëîñêîñòåé, 10

òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, 5 ÷åòûð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, îäíî ïÿòèìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî (Ðèñ. 11).

à á
â

Ðèñ. 11 à - ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Ïÿòèóãîëüíàÿ àíòèïðèçìà"; á - ôèãó-
ðà, ïðîèçâîäíàÿ îò èêîñàýäðà; â - ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà îñíîâå êóáà.

Ïîñòðîåíû 2 âàðèàíòà ïðîåêöèè ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: ñ ðàñïîëî-

æåíèåì ïðÿìèõ âäîëü îñåé ïÿòèóãîëüíîé àíòèïðèçìû, êîãäà âñå ïëîñêîñòè

îáðàçîâàíû ïàðàìè ïðÿìûõ (Ðèñ. 11, à) è ïðîåêöèÿ íà îñíîâå êóáà, êîãäà â

äâóõ ïëîñêîñòÿõ ëåæàò ïî òðè ïðÿìûå (Ðèñ. 11, â). Åñëè ñîåäèíèòü ñåðåäè-

íû ñòîðîí èêîñàýäðà, òî áóäåò ïîëó÷åíà ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðàâèëüíèõ
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ïÿòèóãîëüíèêîâ è òðåóãîëüíèêîâ (Ðèñ. 11, á). Ýòà ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ îñíî-

âîé äëÿ âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîåêöèè "Ïÿòèóãîëüíàÿ àíòèïðèçìà".

Ïÿòü ïðÿìûõ - 1,2,3,4,5 ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó è, ðàâíîóäàë¼ííû äðóã îò

äðóãà â ïðîñòðàíñòâå, ðàñïîëîæåíû âäîëü äèàãîíàëåé ïÿòèóãîëüíîé àíòè-

ïðèçìû (Ðèñ. 11 à). Êàæäûì äâóì ïàðàì ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóþò 10 ïëîñêî-

ñòåé: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45. Êàæäûì òð¼ì ïðÿìûì ñîîòâåòñòâóþò

10 òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ: 123, 124, 125, 234, 235, 134, 135, 145, 245,345.

Ðèñ. 12 Ïðîåêöèÿ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Èêîñàýäð

Ðèñ. 13 Ïðîåêöèÿ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Óñå÷¼ííûé îêòàýäð".
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Òðåõìåðíàÿ ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå îáðàçóåò ñèììåò-

ðè÷íîé ôèãóðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîäîáíî ïðîåêöèÿì ÷åòûðåõ è

øåñòè ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî ñâîéñòâî òðåõìåðíîé ïðîåêöèè ïÿòèìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà íàõîäèò ïîäòâåðæäåíèå â ôàêòå òîãî, ÷òî ñèììåòðèÿ ñ

îñÿìè 5-ãî, 7-ãî ïîðÿäêà è âûøå, ÿâëÿåòñÿ çàïðåùåííîé â êðèñòàëëîãðàôèè.

26=64 (1 6 15 20 15 6 1) - Ïðîåêöèÿ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: îäíà òî÷-

êà, 6 ïðÿìûõ, 15 ïëîñêîñòåé, 20 òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, 15 ÷åòûð¼õìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ, 6 ïÿòèìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, îäíî øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ðèñ. 12). Ïðîåêöèþ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà

îñíîâå èêîñàýäðà: øåñòü ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç 12 âåðøèí è ðàâíîóäàëåíû

äðóã îò ðóãà, 15 ïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð

èç òðèäöàòè ð¼áåð èêîñàýäðà: 12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46,

56. Êàæäûå òðè ïðÿìûå îáðàçóþò 20 êîìáèíàöèé òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

123, 124, 125, 126, 234, 235, 236, 134, 135, 136, 145, 146, 245, 246, 345, 346, 156,

256, 356, 456 è ñîîòâåòñòâóþò 20 òðåóãîëüíèêàì ãðàíÿì. 15 ÷åòûð¼õìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ ðàñïîëàãàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîñêîñòÿìè. Åñëè ïðîäîëæèòü

ïëîñêîñòè, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ôèãóðó, íàçûâàþùóþñÿ èêîñîäîäåêàýäð, ïî-

ëó÷àþùóþñÿ íà îñíîâå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ èêîñàýäðà è äîäåêàýäðà

(Ðèñ. 15). Íà ðèñóíêå 13 èçîáðàæåíà ôèãóðà - óñå÷¼ííûé îêòàýäð, êîòîðûé

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïðîåêöèè "Óñå-

÷¼ííûé îêòàýäð â êàæäîé èç ïëîñêîñòåé ëåæèò ïî òðè ïðÿìûõ, à íå ïî äâå,

êàê ó ïðîåêöèè "Èêîñàýäð ïîýòîìó ìíîãèå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò.

Ðèñ. 14 Ïðîåêöèÿ ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Êóáîîêòàýäð".

Ïðîåêöèÿ "Èêîñàýäð ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíîé ïðîåêöèåé øåñòèìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ãäå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïëîñêîñòåé îòðàæåíû ñàìîñòî-

ÿòåëüíî.



70 À.Ñ. Ìàãóëà, Ìÿ÷èêîâ À. Â.

Ðèñ. 15 Ïðîåêöèÿ øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Èêîñîäîäåêàýäð".

27=128 (1 7 21 35 35 21 7 1) - ïðîåêöèÿ ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: îäíà

òî÷êà, ñåìü ïðÿìûõ, 21 ïëîñêîñòü, 35 òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, 35 ÷åòû-

ð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, 21 ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, 7 øåñòèìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, îäíî ñåìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (Ðèñ. 14). Ïðîåêöèÿ ñåìèìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ñòðîèòñÿ ÷åðåç ïîñòðîåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñåìè ïðÿìûõ, îáî-

çíà÷åííûõ íà ðèñóíêå 14 - 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Âîçìîæíà 21 êîìáèíàöèÿ ïëîñ-

êîñòåé, èç äâóõ ïðÿìûõ: 12, 13, 14, 15, 16, 17, 23, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36,

37, 45, 46, 47, 56, 57, 67. Ñóùåñòâóþò ïðîåêöèè ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ ïëîñêîñòÿìè, â êîòîðûõ ëåæàò ïî 2 è ïî 3 ïðÿìûå. Åñëè ðàñïîëîæèòü 7

ïðÿìûõ íà ðàâíîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà, òî â êàæäîé ïëîñêîñòè áóäåò

ëåæàòü ïî 3 ïðÿìûå, òàêæå êàê â ïðîåêöèÿõ òðåõìåðíîãî è ÷åòûðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâ, âçÿòûõ ñîâìåñòíî. Â êàæäîé èç ïëîñêîñòåé, ëåæàò ïî òðè ïðÿ-

ìûå, ïîýòîìó, ïðîåêöèÿ ñîñòîèò èç äåâÿòè ïëîñêîñòåé, à íå èç äâàäöàòèîä-

íîé, ìíîãèå èç ïëîñêîñòåé ïðîåêöèè ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò.

Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé ïðîåêöèè ñåìèìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðîæäàåò äîïîë-

íèòåëüíî 6 ïðÿìûõ, â ñåðåäèíàõ ñòîðîí óñëîâíîãî êóáà ïðîåêöèè. Äàííàÿ

ïðîåêöèÿ ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âîñïðîèçâîäèò ïðîåêöèþ øåñòèìåðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà "Óñå÷¼ííûé îêòàýäð". Åñëè ðàñïîëîæèòü ïðÿìûå â ïðîåê-

öèè ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáûå òðè ïðÿìûå

íå ëåæàëè â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ìû áû ïîëó÷èëè ôèãóðó, ÿâëÿþùóþñÿ

ðåçóëüòàòîì ïåðåñå÷åíèÿ äâàäöàòè îäíîé ïëîñêîñòè. Ýòà ôèãóðà èìåëà áû

126 âåðøèí. Çàìå÷åíà çàêîíîìåðíîñòü: êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïðîåêöèè n-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ñåêòîðîâ ìîäåëè òîãî æå ïðî-

ñòðàíñòâà ìèíóñ 2, 2n − 2. Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé ïðîñòðàíñòâ

ñ ìåðíîñòüþ áîëüøå ñåìè îñòà¼òñÿ çà ðàìêàìè ýòîé ðàáîòû, áûòü ìîæåò,

çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ñäåëàåò ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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5 Ïàðàìåòðû ìíîãîìåðíûõ îêðóæíîñòåé è ñôåð

Îñíîâíûå çàäà÷è ðàçäåëà:

1. Îïðåäåëèòü äëèíû îêðóæíîñòåé â 4, 5, 6, 7 ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ;

2. Îïðåäåëèòü àëãîðèòì âûâîäà ôîðìóë ïëîùàäè ñôåð è îáúåìîâ øàðà

äëÿ 5, 6, 7 è ò. ä ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

3. Âûâåñòè ôîðìóëû ïëîùàäè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû è îáúåìà ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî øàðà;

Â ìîäåëè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ðèñ. 5) ñåêòîðà îãðàíè÷åíû

ïëîñêîñòÿìè, ñåêòîðà ÷åòûðåõìåðíîé ìîäåëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

îãðàíè÷åíû ëîìàíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå â ñâîåì ïðîñòðàíñòâå ÿâ-

ëÿþòñÿ ïëîñêèìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû, îïèñàòü îêðóæíîñòü íà ÷åòûðåõìåðíîé

ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì ìîäåëü ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðèñóíêå

6 â, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé. ×òîáû îïèñàòü ÷åòûðåõìåðíóþ

îêðóæíîñòü íóæíî ïðèäåðæèâàòüñÿ ðåáåð ðîìáîñåäåêàýäðà, òàêèõ ð¼áåð

- 8. Ðåáðî ìîäåëè ìîäåëèðóåò ñîáîé ó÷àñòîê äóãè èëè óãëîâîé ñåêòîð â

90 ãðàäóñîâ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Ðèñ. 17 à). Òàêèõ ñåêòîðîâ 8,

ñîîòâåòñòâåííî - ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðóæíîñòü ñîñòàâëÿåò 8*90 = 720 òðåõ-

ìåðíûõ ãðàäóñîâ. Â ñâîåì ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðåõìåðíàÿ îêðóæíîñòü áóäåò

âûãëÿäåòü ïëîñêîé, íî åñëè òàêóþ îêðóæíîñòü ïîìåñòèòü â òðåõìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî, òî îíà áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå âîëíèñòîé ëèíèè (Ðèñ. 16).

Äàííàÿ ìîäåëü ÷åòûðåõìåðíîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ ñòðóíû

òåîðèè Ñóïåðñòðóí.

Ðèñ. 16 ×åòûðåõìåðíàÿ îêðóæíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ òîãî ÷òîáû, îïèñàòü îêðóæíîñòü ñ ïîìîùüþ ïÿòèìåðíîé ìîäåëè

ïðîñòðàíñòâà, íóæíî ïðîéòè âäîëü 16 ðåáåð "ïÿòèóãîëüíîãî òðèäöàòèäâóõ-
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ãðàííèêà"(Ðèñ. 17 á). Ðåáðî ìîäåëè ìîäåëèðóåò ñîáîé ó÷àñòîê äóãè èëè óã-

ëîâîé ñåêòîð â 90 ãðàäóñîâ, íî óæå â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïÿòèìåðíàÿ

îêðóæíîñòü áóäåò ðàâíÿòüñÿ 16*90 = 1440 òðåõìåðíûõ ãðàäóñîâ.

Ðèñ. 17 à - ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Ïÿòèóãîëüíàÿ àíòèïðèçìà"; á - ôèãó-
ðà, ïðîèçâîäíàÿ îò èêîñàýäðà; â - ïðîåêöèÿ ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà îñíîâå êóáà.

Ìîäåëè ÷åòûðåõìåðíîãî è ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâ ïîêàçûâàþò, ÷òî

äëèíû îêðóæíîñòåé ñ âîçðàñòàíèåì ìåðíîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ â 2 ðàçà. Ñëå-

äóåò îæèäàòü ÷òî, øåñòèìåðíàÿ îêðóæíîñòü áóäåò èìåòü 2880, à ñåìèìåðíàÿ

5760 òðåõìåðíûõ ãðàäóñîâ è ò. ä. Äëèíà - l, ëþáîé îêðóæíîñòè, ïðèíàäëå-

æàùåé ïðîñòðàíñòâó ñ ìåðíîñòüþ n, â òðåõìåðíûõ ãðàäóñàõ, áóäåò ðàâíà:

l = 360 ∗ 2n−3 (1)

Èçîáðàæåíèå òàêèõ îêðóæíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áóäóò íà-

ïîìèíàòü ñôåðè÷åñêèå ôèãóðû Ëèññàæó (Ðèñ. 17 â) (Ëèññàæó ôèãóðû - çà-

ìêíóòûå òðàåêòîðèè, ïðî÷åð÷èâàåìûå òî÷êîé, ñîâåðøàþùåé îäíîâðåìåííî

äâà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿ â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëå-

íèÿõ. Âïåðâûå èçó÷åíû ôðàíöóçñêèì ó÷¼íûì Æþëåì Àíòóàíîì Ëèññàæó

[1, c. 349]).

Ïëîùàäü òð¼õìåðíîé ñôåðû ðàâíà ïëîùàäè 8 âûïóêëûõ ñôåðè÷åñêèõ

òðåóãîëüíèêîâ ìîäåëè (Ðèñ. 5). Ïîëüçóÿñü òðåõìåðíîé ìîäåëüþ ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ðèñ. 6 â), ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ïëîùàäü ÷åòû-

ðåõìåðíîé ñôåðû ðàâíà ïëîùàäè 16 âûïóêëûõ ñôåðè÷åñêèõ êâàäðàòîâ, ñî

ñòîðîíîé â âèäå äóãè â 90 ãðàäóñîâ. Ïëîùàäü ïÿòèìåðíîé ñôåðû ðàâíà ïëî-

ùàäè 32 ïðàâèëüíûõ ñôåðè÷åñêèõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, ñòîðîíîé â âèäå äóãè

â 90o, ìîäåëè (Ðèñ. 7 à); ïëîùàäü øåñòèìåðíîé ñôåðû ðàâíà ïëîùàäè 64

ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ñôåðè÷åñêèõ øåñòèóãîëüíèêîâ, ñòîðîíîé â âèäå äó-

ãè â 90o è ò. ä. Ïîëüçóÿñü ìîäåëÿìè ÷åòûð¼õ è ïÿòè ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ìîæíî âûâåñòè ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñôåð. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé ñôåðû ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé

ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ñôåðè÷åñêèõ n-óãîëüíèêîâ, ñî ñòîðîíîé â âèäå äóãè

â 90o, âçÿòûõ â êîëè÷åñòâå ñåêòîðîâ ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåãî n-ìåðíîãî
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ïðîñòðàíñòâà 2n. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû,

ïî îòíîøåíèþ ê òðåõìåðíîé ñôåðå ðàâíîãî ðàäèóñà R3.

Ðèñ. 18 Ïîâåðõíîñòü ñåêòîðà ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû (òðåõìåðíàÿ ìîäåëü).

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðàâèëüíûé âûïóêëûé ñôåðè÷åñêèé ÷åòû-

ðåõóãîëüíèê (êâàäðàò) ñî ñòîðîíîé â 90 ãðàäóñîâ çàíèìàåò ïëîùàäü ðàâíóþ

ïîëóñôåðå - 2π(R3)2 (Ðèñ. 18). Ìîäåëü ñôåðû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå ðîìáîñåäåêàýäðà ñ ãðàíÿìè â âèäå ïîëóñôåð, îäíà-

êî ãðàíè ðîìáîñåäåêàýäðà äåôîðìèðîâàíû èç êâàäðàòîâ â ðîìáû, ïîýòîìó

èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ìîäåëü ñåêòîðà ñôåðû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

(Ðèñ. 18). Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà R3:

Sïîâ4= 24 ∗ 2π(R3)2 = 32πR2
3. (2)

Ïðè ðàâåíñòâå òðåõìåðíûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ òðåõìåðíîé è ÷åòûðåõìåð-

íîé ñôåðû R3 ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû â 8 ðàç áîëüøå

ïëîùàäè òðåõìåðíîé. Ïîâåðõíîñòü ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû, â 32 ðàçà áîëüøå

ïëîùàäè òðåõìåðíîãî áîëüøîãî êðóãà (πR2
3), òîãäà êàê ïëîùàäü òðåõìåðíîé

ñôåðû áîëüøå êðóãà â 4 ðàçà. Ýòè ñðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàâåí-

ñòâå òðåõìåðíûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò

áîëüøåé ïëîòíîñòüþ ñâîáîä èëè "¼ìêîñòüþ ÷åì òðåõìåðíîå. Óìåñòíî ïðèâå-

ñòè àíàëîãèþ, êîãäà îáû÷íàÿ òàáëåòêà àêòèâèðîâàííîãî óãëÿ äèàìåòðîì 1

ñì, èìååò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ðàâíóþ ñòàäèîíó. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé

"¼ìêîñòü"ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü îáúåì ÷åòûðåõìåðíîãî øà-

ðà. Òðåõìåðíóþ "¼ìêîñòü"ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îòíîøåíèå

òðåõìåðíûõ îáúåìîâ n-ìåðíîãî è òð¼õìåðíîãî øàðà.

Îïðåäåëåíèå îáúåìà òåëà â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóåò òî÷íîñòè

ïîíèìàíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Ñëåäóåò ðàçäåëÿòü, òðåõìåðíûé, ÷åòûðåõ-

ìåðíûé, ïÿòèìåðíûé îáúåì è ò. ä. Òðåõìåðíûé îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

ïðîèçâåäåíèå òðåõ ðàññòîÿíèé: äëèíû, øèðèíû, âûñîòû; ÷åòûðåõìåðíûé
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Ðèñ. 19 Òðåõìåðíûé îáúåì (ñïðàâà), çàêëþ÷åííûé â ÷åòûðåõìåðíîì øàðå (ñëåâà).

îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷åòûðåõ ðàññòîÿíèé è ò. ä. Îáúåì

òåëà ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ, âçÿòîìó â

ñòåïåíè ðàâíîé ìåðíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Çíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû, âû÷èñëèì òðåõìåðíûé îáúåì øàðà V3ýêâ4 , îãðàíè-

÷åííîãî ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðîé. Äëÿ ýòîãî ïðèðàâíÿåì ôîðìóëû ïëîùàäåé

ïîâåðõíîñòåé îáåèõ ñôåð Sïîâ4=Sïîâ3 è îïðåäåëèì ðàäèóñ òðåõìåðíîé

ñôåðû, ðàâíîé ïî ïëîùàäè ÷åòûðåõìåðíîé - R3ýêâ4 èç âûðàæåíèÿ:

32πR2
3 = 4π(R3ýêâ4)2, (3)

ãäå R3 òðåõìåðíûé ðàäèóñ ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû. R3ýêâ4=R3

√
8. Ò.

å. òðåõìåðíàÿ ñôåðà, ðàâíàÿ ïî ïëîùàäè ÷åòûðåõìåðíîé, áóäåò î÷åð÷åíà

ðàäèóñîì â 2, 8284(
√

8) ðàç áîëüøå. (Ðèñ. 19). Îáúåì øàðà, î÷åð÷åííîãî

äàííîé ñôåðîé áóäåò ðàâåí:

V3ýêâ4= 4
3πR3ýêâ4

3 = 4
3π(R3

√
8)3 = 32π

√
8/3 ∗ (R3)3 = πR3

3

√
8192/3 (4)

ò. å. òðåõìåðíûé îáúåì ÷åòûðåõìåðíîãî øàðà R4 = 1, áóäåò ðàâåí:

V3ýêâ4=π(R3)3 ∗
√

8192/3, è áóäåò â 22, 6274(
√

512) ðàçà áîëüøå ÷åì àíà-

ëîãè÷íûé òðåõìåðíûé øàð, ïðè R3 = 1 (Ðèñ. 19). Åñëè ñðàâíèòü äâà îäèíà-

êîâûõ ïî ðàçìåðó øàðà: øàð òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è øàð ÷åòûðåõìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà, òî â ÷åòûðåõìåðíîì øàðå áóäåò çàêëþ÷åí òðåõìåðíûé

îáúåì â 22, 6274(
√

512) ðàçà áîëüøå ÷åì â òðåõìåðíîì øàðå. Ëèíåéíûå ðàç-

ìåðû òàêèõ øàðîâ âíóòðè êàæäîãî èç ïðîñòðàíñòâ áóäóò ðàçíûå: íàïðèìåð,

äëÿ òðåõìåðíîãî øàðà, òðåõìåðíûé ðàäèóñ - R3 = 1., à äëÿ ÷åòûðåõìåðíî-

ãî øàðà, òîãî æå òðåõìåðíîãî ðàäèóñà R3,4-ãî =1ñì.,R4 = R3

√
8 = 2,83

ñì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¼ìêîñòè



ïðîñòðàíñòâà. Òð¼õìåðíàÿ ¼ìêîñòü ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - îòíîøå-

íèå òðåõìåðíîãî îáúåìà øàðà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

ê îáúåìó òðåõìåðíîãî øàðà òîãî æå ðàäèóñà. Íàïðèìåð, òð¼õìåðíàÿ ¼ìêîñòü

÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 22,6274 (
√

512), à ñàìîãî òðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1.

Ïëîùàäü ïÿòèìåðíîé ñôåðû ðàâíÿåòñÿ ïëîùàäè òðèäöàòè äâóõ âûïóê-

ëûõ ñôåðè÷åñêèõ ïÿòèóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé äóãè îêðóæíîñòè â 90 ãðà-

äóñîâ. Ðàñïîëîæèòü ïðàâèëüíûé âûïóêëûé ñôåðè÷åñêèé ïÿòèóãîëüíèê ñî

ñòîðîíîé äóãè îêðóæíîñòè â 90 ãðàäóñîâ íà òðåõìåðíîé ñôåðå íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê îí çàéìåò ïëîùàäü áîëüøóþ, ÷åì ïîëóñôåðû,

à çíà÷èò - íå áóäåò âûïóêëûì è ïðàâèëüíûì. Òàêîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî

ðàñïîëîæèòü íà ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðå, ãäå îêðóæíîñòü ñîäåðæèò 720 òðåõ-

ìåðíûõ ãðàäóñîâ. Ðàñ÷åòû ïëîùàäåé è îáúåìîâ 5 è 6 ìåðíûõ ñôåð âûõîäÿò

çà ðàìêè è îáúåì äàííîé ðàáîòû è áóäóò ïðåäñòàâëåíû îòäåëüíî.

Òàáëèöà � 1 Ôîðìóëû äëèíû îêðóæíîñòè, ïëîùàäè ñôåðû è îáúåìà

øàðà äëÿ 3 è 4-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâ, ÷åðåç R3 (òðåõìåðíûé ðàäèóñ).

Âåëè÷èíà \ìåðíîñòü Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ×åòûðåõìåðíîå

ïðî-

ñòðàí-

ñòâî

Òðåõìåðíûå åäèíèöû

R - ðàäèóñ, R3 R3

Lîêð− äëèíà

îêðóæíîñòè, â

(ìåòðàõ)

2πR3 4πR3

Lîêð− äëèíà

îêðóæíîñòè, â òðåõ-

ìåðíûõ ãðàäóñàõ.

2π 4π

Sïîâåõí−ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè ñôåðû

4π(R3)2 32π(R3)2

V3øàðà−òðåõìåðíûé
îáúåì øàðà

4
3πR

3
3

√
8192/3π(R3)3

Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðåäëîæåí ñèñòåìíûé ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ ñòðóê-

òóðû è ¼ìêîñòè ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðíîñòüþ áîëüøå òðåõ. Ðàçðàáîòàíû òðåõ-
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ìåðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ âèçóàëèçàöèè ÷åòûðåõ è ïÿòè ìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä 2n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñ-

êðåòíóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êî-

ëè÷åñòâî ñåêòîðîâ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíî, ÷òî ÷èñ-

ëîâîé òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, ïîêàçûâàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ

ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Öèôðû â ñòðîêàõ ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî

è êàêèõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïðîåêöèÿ. Ïîñòðîåíû ïðîåêöèè ïðîñòðàíñòâ ñ

ìåðíîñòüþ 4, 5, 6 è 7. Íà îñíîâå ìîäåëè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âû-

âåäåíû ôîðìóëû äëÿ: äëèíû îêðóæíîñòè ñ ìåðíîñòüþ n, ïëîùàäè ïîâåðõ-

íîñòè ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû è òðåõìåðíîãî îáúåìà ÷åòûðåõìåðíîãî øàðà.

Îïðåäåëåí àëãîðèòì âûâîäà ôîðìóë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáúåìà äëÿ

ïÿòè è øåñòè ìåðíûõ ñôåð.

Ìîäåëè è ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî:

Ñ óâåëè÷åíèåì ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà äëèíà îêðóæíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ â

2 ðàçà è îïðåäåëÿåòñÿ êàê 360 * 2n−3 òðåõìåðíûõ ãðàäóñîâ, ãäå n - ìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà. ×åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò áîëüøåé ¼ìêîñòüþ,

÷åì òðåõìåðíîå. Òðåõìåðíàÿ ¼ìêîñòü ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ â îòíîñè-

òåëüíûõ åäèíèöàõ è ðàâíà îòíîøåíèþ òðåõìåðíûõ îáúåìîâ ÷åòûðåõìåðíîãî

è òðåõìåðíîãî øàðà ðàäèóñà R. Òð¼õìåðíàÿ ¼ìêîñòü ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ðàâíà 22,6274 (
√

512), à ñàìîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1.

Ñ âîçðàñòàíèåì ìåðíîñòè ¼ìêîñòü ïðîñòðàíñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ. ðåçóëüòàòå

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðíîñòüþ 4 è 5, ïîëó÷åíû äâå íîâûå ãåîìåò-

ðè÷åñêèå ôèãóðû: íåïðàâèëüíûé ðîìáîñåäåêàýäð (16 ãðàíåé è 18 âåðøèí)

(Ðèñ. 6) è íåïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíûé òðèäöàòèäâóõãðàííèê (32 ãðàíè è

50 âåðøèí) (Ðèñ. 7 à). Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëî ãðàíåé è âåðøèí íåïðàâèëüíîãî

ðîìáîñåäåêàýäðà, à òàêæå íåïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíîãî òðèäöàòèäâóõãðàí-

íèêà, ñîâïàäàþò ñ êîëè÷åñòâîì ýëåêòðîíîâ â ïåðèîäàõ ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ

ýëåìåíòîâ Ä. È. Ìåíäåëååâà. Òàáëèöà 2. Cîîòâåòñòâèå êîëè÷åñòâà ãðàíåé

è âåðøèí ìîäåëåé ÷åòûðåõ è ïÿòèìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ êîëè÷åñòâó ýëåêòðî-

íîâ â ïåðèîäàõ ñèñòåìû Ìåíäåëååâà

Ïîëó÷åííûå ôèãóðû ÷åòûðåõ è ïÿòè ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ïðèìå-

íÿòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôîðìû ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ.

Ïîñòðîåíèå ñèìïëåêñîâ, êàê ïðîåêöèé ïðîñòåéøèõ ìíîãîãðàííèêîâ n-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âåäåòñÿ òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîêàìè ÷èñëîâî-

ãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Ñèìïëåêñ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - òåòðàýäð,

èìååò 4 âåðøèíû, 6 ðåáåð è 4 ãðàíè. Ñèìïëåêñ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
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� ïåðè-

îäà

Ýëåêòðîííûå îðáèòàëè Êîëè÷åñòâî

ýëåêòðî-

íîâ â

ïåðèîäå

Êîëè÷åñòâî

ãðàíåé/

âåðøèí Ìî-

äåëåé 4-õ è

5- òè ìåð-

íûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

s p d f g

1 2 2
2 2 6 8 16
3 2 6 8 16
4 2 6 10 18 18
5 2 6 10 18 18
6 2 6 10 14 32 32
7 2 6 10 14 32 32
8 2 6 10 14 18 50 50
9 50

à á
à - Âèä äëÿ êîëè÷åñòâà ãðàíåé 16-18 ; á - Âèä äëÿ êîëè÷åñòâà 32-50.

ñòâà èìååò 5 âåðøèí, 10 ðåáåð, 10 äâóìåðíûõ ãðàíåé è 5 òðåõìåðíûõ ãðàíåé

(Ðèñ 1 è). Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñîîòâåòñòâóåò öèôðàì

â n+1 ñòðîêå ÷èñëîâîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì

ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäåííîì â ýòîé ñòàòüå,

ïîñòðîåíèå ñèìïëåêñîâ ïðîâîäèòñÿ íà ñòðîêó íèæå.

Âèä ïðîåêöèè îêðóæíîñòè ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîäîáåí ìîäå-

ëè ñòðóíû â òåîðèè Ñòðóí è Ñóïåðñòðóí [6]. Ò. å. ìîäåëü ñòðóíû, êàê ÷àñòè-

öû èëè ìîäû êîëåáàíèé, ïîäîáíà òðåõìåðíîìó âèäó îêðóæíîñòè n-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Âåéâëåò àíàëèç è êîíöåïöèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ èìååò íåñêîëüêî

îáùèõ ïðèçíàêîâ: Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ñàìîãî âåéâëåòà, êàê äèñêðåò-

íîãî ýëåìåíòà èññëåäóåìîãî ñèãíàëà, èñïîëüçóþòñÿ îðòîãîíàëüíûå (âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíûå) áàçèñû. Òàêîå æå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñóùåñòâóåò

ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîãäà óãîë ìåæäó îñÿ-

ìè ìîäåëè ðàâåí 90 ãðàäóñîâ. Â âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèè èñõîäíûé ñèãíàë

îïðåäåëÿåòñÿ â 2n óñëîâíûõ åäèíèö è ïðè ñèíòåçå èëè àíàëèçå ñóììèðóåòñÿ
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èëè ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà n êîìïîíåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ïîäõîä,

ïðè êîòîðîì èññëåäóåìûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñèãíàëîâ, êàæäûé èç êî-

òîðûõ ìîäåëèðóåò ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðíîñòüþ n. Ïîäîáíî òîìó, êàê ëþáîå n-

ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñóììà n+1 ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

6 Ïðåäïîëîæåíèÿ è ãèïîòåçû.

Ñîâïàäåíèå êîëè÷åñòâà âåðøèí è ñòîðîí ìîäåëåé ÷åòûðåõ è ïÿòè ìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ ñ êîëè÷åñòâîì ýëåêòðîíîâ â ïåðèîäàõ ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ýëå-

ìåíòîâ, à òàêæå, ñóùåñòâîâàíèå ñïèíà è g-ôàêòîðà, ñîçäàþò îñíîâàíèÿ ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ è ÷àñòèö íà àòîìíîì óðîâíå íåîáõî-

äèìî ïåðåéòè ê ìíîãîìåðíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà âíóòðè àòîìà. Äëÿ ÷å-

ãî íåîáõîäèìî äîïîëíèòü îïåðàòîðû Ãàìèëüòîíà, Ëàïëàñà è äð. ÷åòâåðòîé

ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé, èñïîëüçîâàâ, ïîëó÷åííûå ìîäåëè. Ýòî ïîç-

âîëèò óñòðàíèòü èëè îáëåã÷èòü òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè îïðåäåëåíèè

êîîðäèíàò è òðàåêòîðèé ÷àñòèö âíóòðè àòîìà.

20 21

22

Ðèñ. 20 20 - Ôîðìû ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê êðèñòàëëîâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ 14 ðåø¼òîê
Áðàâå ; 21 -ðîåêöèÿ ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êàðêàñíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ.; 22 -
Ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü Êåïëåðà, îñíîâàííàÿ íà ïðàâèëüíûõ ïîëèýäðàõ.

Íà ðèñóíêå 20 ïðåäñòàâëåíû ôîðìû ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê êðèñòàëëîâ õè-

ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, 14 ðåøåòîê Áðàâå. Ïðàêòè÷åñêè âñå ðåøåòêè, èìåþò

êóáè÷åñêóþ ôîðìó èëè å¼ ïðîèçâîäíóþ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ãåêñàãî-

íàëüíàÿ ðåøåòêà (Ðèñ. 20 ê.), ñ øåñòèóãîëüíèêîì â îñíîâàíèè, îäíàêî å¼
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ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ñàìîñòîÿòåëüíûå ðåøåòêè ñ ðîìáîì â îñíîâàíèè. Òàêèì

îáðàçîì, âñå ðåøåòêè ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê êðèñòàëëîâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-

òîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ôîðìå ïîäîáíîé èëè ïðîèçâîäíîé îò êóáà. Åñëè ñîâ-

ìåñòèòü óçëû âñåõ ÿ÷ååê êðèñòàëëîâ ïðîñòûõ âåùåñòâ, òî ïîëó÷åííàÿ îáîá-

ùåííàÿ ÿ÷åéêà èìåþùàÿ ñòðóêòóðó, ñîâïàäàþùóþ ñ òðåõìåðíîé ïðîåêöèåé

ñåìèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ðèñ. 21). Äàííàÿ ôîðìà òàêæå ñîäåðæèò ñåáå

äðóãèå ïðîåêöèè: ïðîåêöèþ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðîåêöèþ øå-

ñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà "Óñå÷åííûé îêòàýäð ïðîåêöèþ ïÿòèìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íà îñíîâå êóáà. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿþò âûäâèíóòü ãèïî-

òåçó, ÷òî âåùåñòâî íà àòîìíîì óðîâíå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò

âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèñóòñòâèå êîýôôèöèåíòà 2n â ôîðìóëå áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ïëà-

íåò ñîëíå÷íîé ñèñòåìû Òèöèóñà-Áîäå, ìîæåò èìåòü ñëó÷àéíîå ïðîèñõîæäå-

íèå. Îäíàêî åñëè äîïóñòèòü îáðàòíîå, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçìå-

ðû îðáèò ïëàíåò ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ, ïðîåöèðî-

âàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â òðåõìåðíîå. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ

àíàëîãèþ ìîæíî âûäâèíóòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó: ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñ-

êîñòåé ÿâëÿåòñÿ - ïðÿìàÿ, äâóõ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ - ïëîñêîñòü, äâóõ

÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ - òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà ìîæíî ïðåä-

ïîëæèòü, ÷òî íàøå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåñå-

÷åíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ "ðîäèòåëüñêèõ"÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ,

òå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïÿòèìåðíûõ è ò. ä. Äàííàÿ ãèïîòåçà èìååò îáùèå ÷åðòû

ñ ïëàíåòàðíîé ìîäåëüþ Èîãàííà Êåïëåðà (Ðèñ. 22) è òðåáóåò äàëüíåéøåé

ïðîâåðêè è ðàçðàáîòêè.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû, èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òåîðèè êâàðêîâ, òåîðèè

ýëåêòðè÷åñòâà, ïðàâèëî Òèöèóñà-Áîäå, ôîðìóëû âòîðîé è òðåòüåé êîñìè-

÷åñêèõ ñêîðîñòåé, çàòðàãèâàþò ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè íàóêè, íàïðÿìóþ

èëè êîñâåííî ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà, êàê â ìèêðî, òàê è ìàê-

ðî ìàñøòàáàõ. Ïðèìåíåíèå çíàíèé î ãåîìåòðèè ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ïîìîæåò âûéòè çà ðàìêè òð¼õìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ìèðå è ïðèéòè ê

íîâûì, áîëåå òî÷íûì è èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì.
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