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Линейные изгибания призм
с увеличением объема

В. А. Горькавый А. Д. Mилка А. Н. Соболева

Аннотация Построены и проанализированы линейные изгибания
правильных призм, приводящие к увеличению объема

Ключевые слова Жесткие и изгибаемые полиэдры · Линейные из-
гибания

УДК 514

Памяти
Алексея Васильевича Погорелова

1 Введение

В геометрии рассматриваются два вида изгибаний многогранников —
классические, или просто изгибания, при которых грани многогран-
ников перемещаются как твердые пластины, и линейные, при кото-
рых грани многогранников при перемещении допускают переламыва-
ния по новым, возможно "плывущим" ребрам [1,2]. По теореме Ко-
ши замкнутые выпуклые многогранники являются жесткими, т.е. не
изгибаются в классе выпуклых многогранников. Пример нежестко-
го непрерывно изгибаемого многогранника с самопересечениями был
построен Брикаром, а Глюк доказал, что нежесткие многогранники
– весьма редкое явление. Первый сенсационный пример непрерыв-
но изгибаемого замкнутого без самопересечений многогранника был
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построен Коннелли. И по гипотезе Сулливана-Коннелли предполага-
лось, что при подобных изгибаниях объем многогранника сохраняет-
ся; гипотеза была искусно доказана И.Х. Сабитовым – с этими резуль-
татами можно ознакомиться в [3,4].

Последовательное изучение линейных изгибаний многогранников
было начато в работах А.Д. Mилки [5], В.А. Залгаллера и Ю.Д. Бура-
го [6], D.D. Bleecker [7]. Тематика, избранная авторами, была связана
с открытием необычных деформаций многогранников и их моделей —
оболочек, а также с изучением глубоких проблем изометрических по-
гружений полиэдральных метрик. В частности, ими инициировалось
новое направление геометрических исследований — изометрические
деформации замкнутых поверхностей с увеличением объема.

В этом направлении А.Д. Mилкой были построены специальные
линейные изгибания правильных выпуклых многогранников. Выска-
зывалось предположение, что введенные изгибания испытывают мо-
дели — оболочки замкнутых многогранников при потере устойчиво-
сти под внутренним или внешним давлением; численные оценки изме-
нений объемов не приводились. Стимулом для построений являлись
следующие принципиальные положения, сформулированные А.В. По-
гореловым в его геометрической теории оболочек [8, с.153–165]:

"... Опыт показывает, что выпуклая оболочка вращения под внут-
ренним [или под внешним] давлением давлением может терять устой-
чивость с образованием системы правильно расположенных эллипти-
ческих вмятин вдоль некоторой параллели. Физическая причина та-
кой формы потери устойчивости состоит в том, что для вмятин, вытя-
нутых в направлении меридианов [соответственно — параллелей], при
указанной деформации оболочки может иметь место общее увеличе-
ние ограничиваемого ею объема, несмотря на продавливание оболочки
по системе вмятин внутрь этого объема... При определенном соотно-
шении между главными кривизнами оболочки внутреннее давление
[соответственно — внешнее давление] может вызвать появление сжи-
мающих усилий в направлении параллелей [соответственно — в на-
правлении меридианов]. Эти усилия при известной их интенсивности
и вызывают потерю устойчивости ... "

Конечно, сформулированные положения правомочны для поверх-
ностей и с другими симметриями. Именно с такой целью А.Д. Mилкой
и находились специальные линейные изгибания правильных выпук-
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лых многогранников, на моделях которых было значительно проще
провести технические эксперименты. Возможный эксперимент заин-
тересовал А.В. Погорелова — обсуждались детали эксперимента, на-
мечалась оснастка, определялось новое лабораторное оборудование,
но по объективным причинам планы остались невыполненными. По-
тенциально рассматривался также жесткий невыпуклый многогран-
ник с богатой симметрией — шеддок A. Douady [5]. Картонная модель
этого многогранника, вопреки устоявшимся представлениям геомет-
ров и механиков, оказалась свободно изгибаемой без видимого иска-
жения материала. Так было открыто новое физическое явление в фи-
зике деформаций оболочек — нежесткая (мягкая или затянутая) по-
теря устойчивости, демонстрируемая жесткими многогранниками —
модельными флексорами [9]. Большие, упорядоченные и обратимые
изгибания модельных флексоров в закритической стадии, традици-
онно относившейся к области хаоса, оказались асимптотически точно
описываемыми с помощью линейных изгибаний. Открытие модель-
ных флексоров, недоступное классической механике, утвердило гео-
метрические методы А.В. Погорелова в нелинейной теории оболочек
как новую, геометрическую теорию устойчивости упругих систем.

Те же специальные линейные изгибания правильных выпуклых
многогранников рассматривал D.D. Bleecker. Вопрос об увеличении
объема он выделил в самостоятельную математическую проблему и
установил некоторые конкретные численные оценки относительного
увеличения объема правильных многогранников [7]. Позже его оценки
усиливались А.Д. Mилкой и В.А. Горькавым с помощью усовершен-
ствованных итерационных линейных изгибаний [11]. Приведем для
примера полученные последовательно значения относительного уве-
личения объема при линейных изгибаниях правильного тетраэдра:
1.37. . . [7], 1.42. . . [10], 1.44. . . [11]. Вопрос об окончательном, оп-
тимальном увеличении объема правильных многогранников с помо-
щью линейных изгибаний остается открытым. В этой связи следует
отметить недавний результат Г.А. Самарина: любой замкнутый мно-
гогранник допускает линейное изгибание с увеличением объема [12].
Ранее аналогичный результат анонсировался А.Д. Милкой для мно-
гогранников, имеющих хотя бы одну выпуклую вершину [10]. Как
следствие, поверхность максимально возможного объема, возникаю-
щая при линейных изгибания какого-либо многогранника, уже не бу-
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Рис. 1 Дополнительные ребра на боковой грани призмы.

дет многогранником и может иметь достаточно сложную форму, чем
обусловлена трудность рассматриваемой проблемы.

Целью работы является построение линейных изгибаний с увели-
чением объема для правильных выпуклых призм. Каждая правиль-
ная призма M характеризуется тремя параметрами: n — количество
сторон основания, R — радиус окружности, описанной вокруг осно-
вания, H — полувысота. Строится специальное линейное изгибание
M : на развертке призмы на каждой из боковых граней одинаковым
образом проводятся дополнительные ребра, положение которых за-
висит от параметра t (см. Рис. 1). Затем по измельченной развертке
строится новый невыпуклый многогранник M∗

t (см. Рис. 2 (n = 4)).
Разным значениям t отвечают неконгруэнтные друг другу много-

гранники M∗
t , изометричные призме M . Параметр линейного изгиба-

ния t меняется в пределах

R sin2 π

2n
≤ t ≤ H,

что обусловлено геометрией изгибания. Поэтому предложенное линей-
ное изгибание может быть реализовано лишь в случае, когда исходная
призма M является достаточно высокой так, что

R sin2 π

2n
≤ H.
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Рис. 2 Линейно изогнутый многогранник.

Объем V ol(M∗
t ) = V (t;n,R,H) рассматривается как функция пе-

ременной t с параметрами n, R, H. Анализ показывает, что функция
V (t) возрастает на начальном участке интервала [R sin2 π

2n ,H], всюду
является выпуклой вверх и достигает своего максимума при

tm =
3
2
R

sin π
n√

6− tg2 π
2n

.

Обратим внимание, что tm не зависит от H. Как следствие, если приз-
ма M является достаточно высокой так, что tm < H, то независимо
от высоты M при построении линейного изгибания с максимальным
объемом горизонтальные изломы боковых граней располагаются на
одном и том же расстоянии tm от ребер основания.

Подробный анализ максимального объема, достигаемого при опи-
санном линейном изгибании, в сравнении с объемом исходной призмы,
позволяет нам предложить следующую деформационную классифи-
кацию призм:

— короткие призмы допускают предложенное линейное изгибание,
но оно не приводит к увеличению объема;

— средние и длинные призмы допускают предложенное линейное
изгибание, и это линейное изгибание приводит к увеличению объема
исходной призмы (различие между средними и высокими призмами
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— в форме многогранника с максимальным объемом, возникающего
при линейном изгибании).

Точные оценки относительных размеров, характеризующие каж-
дый из четырех классов, приведены в разделе 2. Как пример, отметим,
что при n = 3 для достаточно высоких призм при R

H → 0 увеличение
объема достигает 50%.

Введенная схема линейного изгибания имеет итерационный харак-
тер и позволяет строить итерационные линейные изгибания исход-
ной призмы M , вызывающие на каждом шаге увеличение объема. В
пределе, как результат итерационного процесса в случае, когда приз-
ма M достаточно высока, получаем изометричную M поверхность.
Эта поверхность состоит из двух правильных n-угольных оснований,
двух примыкающих к ним бесконечных систем многогранных поясков
и промежуточного между системами кругового цилиндра. В разделе
3 проанализирована сходимость итерационного процесса, получены
оценки размеров предельной поверхности и, как основной результат,
установлены оценки относительного увеличения объема. При n = 3
для достаточно высоких призм, когда R

H → 0, увеличение объема до-
стигает более 65%.

Примечательно, что выявленный характер деформаций у призм
различается в зависимости от их относительной высоты. В теории
оболочек для круговых цилиндров имеется такое же разделение на ко-
роткие, средние и длинные по механическим деформационным свой-
ствам. Полученные нами результаты могут иметь прикладное значе-
ние, ведь оболочки позволяют моделировать, например, корпуса ракет
(длинные цилиндры), подводных лодок (средние цилиндры), авиаци-
онных двигателей (короткие цилиндры) [13].

2 Линейное изгибание призмы с увеличением объема

2.1 Линейное изгибание

Пусть M — прямая призма, в основании которой лежит правильный
n-угольник. В качестве параметров, характеризующих размеры приз-
мы, возьмем полувысоту H и радиус R окружности, описанной около
основания. Длина ребра основания равна a = 2R sin α

2 , где α = 2π
n —

циклический центральный угол основания. Объем призмы M очевид-
но равен V ol(M) = nHR2 sin 2π

n .
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Рис. 3 Измельчение развертки призмы.

При должном выборе декартовых координат, вершины верхнего и
нижнего оснований M будут располагаться соответственно в точках

Pk = (R cos kα,R sin kα,H)

и

Qk = (R cos kα,R sin kα,−H) ,

k = 0, n− 1.
Построим специальное линейное изгибание призмы M . Для это-

го рассмотрим развертку призмы M , состоящую из двух правильных
n-угольников P0 . . . Pn−1 и Q0 . . . Qn−1 и n равных боковых граней —
прямоугольников PkPk+1Qk+1Qk. Измельчим развертку призмы, про-
ведя на каждой из боковых граней новые дополнительные ребра так,
как показано на Рис.3. Размеры и положение дополнительных ребер
полностью определяются заданием параметра t, очевидно удовлетво-
ряющего условию 0 ≤ t ≤ H.

Если теперь из измельченной развертки попробовать "склеить"
многогранник, то может получиться исходная призма M , на боковых
гранях которой формально проведены дополнительные ребра. Но мо-
жет получиться и иной многогранник, отличный от призмы M (см.
Рис.4, где изображен случай n = 4).
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Рис. 4 Деформация призмы: слева — исходный, справа — изогнутый много-
гранник.

Опишем этот новый многогранник, который будем обозначать M∗.
Основания у M∗ такие же, как и у исходной призмы M , т.е. два рав-
ных правильных n-угольника. Боковую поверхность M∗ удобно раз-
бить на три части. Центральная часть образована из 2n равных пря-
моугольников cо сторонами длины a/2 и 2(H−t). Между центральной
частью и основаниями M∗ расположены одинаковые многогранники-
пояски, каждый из которых составлен из n равных треугольных гра-
ней и n равных граней-трапеций.

Найдем координаты вершин многогранника M∗. Вершины верхне-
го и нижнего основания обозначим соответственно P ∗k и Q∗k. Тогда

P ∗k = (R cos kα,R sin kα, h) , Q∗k = (R cos kα,R sin kα,−h) . (1)

Вершины M∗, отвечающие точкам Aj и Bj на измельченной развертке
(см. Рис.2), обозначим соответственно и A∗j и B∗

j . Точки A∗0 . . . A
∗
2n−1

лежат в горизонтальной плоскости z = (H−t) и являются вершинами
правильного 2n-угольника со сторонами длины a/2, т.е.

A∗j =
(
r cos

(
j
α

2
+
α

4

)
, r sin

(
j
α

2
+
α

4

)
,H − t

)
. (2)

Аналогично

B∗
j =

(
r cos

(
j
α

2
+
α

4

)
, r sin

(
j
α

2
+
α

4

)
,−(H − t)

)
. (3)
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Неизвестные величины r и h легко определяются. Действительно, r
является радиусом окружности, описанной вокруг правильного 2n-
угольника A∗0 . . . A∗2n−1 со сторонами длины a/2, поэтому a

2 = 2r sin α
4 .

Подставляя выражение для длины a, находим

r = R cos
α

4
. (4)

В свою очередь, для нахождения величины h воспользуемся, напри-
мер, равенством |P0A0| = |P ∗0A∗0|; значение |P0A0| вычисляется по
развертке как гипотенуза прямоугольного треугольника с катетами
длины a/4 и t, а |P ∗0A∗0| вычисляется через координаты точек P ∗0 , A∗0.
Получаем уравнение

a2

16
+ t2 =

(
R− r cos

α

4

)2
+
(
r sin

α

4

)2
+ (h− (H − t))2,

откуда, подставляя в него выражения для a и r, находим

h = H − t+
√
t2 −R2 sin4 α

4
. (5)

Формулы (1)–(5) полностью описывают вершины многогранника M∗.
Разным значениям t отвечают различные многогранники M∗, т.е.

речь идет о семействе многогранников M∗
t . Несмотря на различие

внешней формы, все M∗
t изометричны исходной призме M .

Обратим внимание, что, ввиду формулы (5), параметр t может из-
меняться только в интервале

R sin2 π

2n
≤ t ≤ H. (6)

При t = R sin2 π
2n у многогранника M∗

t пояски укладываются в плос-
кости оснований (см. Рис.51), а при t = H у многогранника M∗

t будет
отсутствовать центральная часть (см. Рис.53). Сама же призма M не
входит в построенное непрерывное семейство многогранников M∗

t .1

Интервал изменения параметра t не должен быть пустым, поэтому
в дальнейшем всегда будем предполагать, что исходная призма M

удовлетворяет условию

R sin2 π

2n
< H. (7)

1 Имеется двупараметрическое непрерывное семейство изометричных многогранников,
включающее как M , так и все M∗

t ; в данной статье оно не рассматривается.
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Рис. 5 Семейство изогнутых многогранников.

2.2 Объем изогнутых многогранников

Основной интерес представляет вопрос об оценке объема многогран-
ников M∗

t в сравнении с объемом исходной призмы M . Для вычис-
ления объема V ol(M∗

t ) триангулируем грани M∗
t , затем разобьем те-

ло, ограниченное M∗
t , соответствующими треугольными пирамидами

с вершиной в центре многогранника и с основаниями в гранях триан-
гуляции. Суммарный объем пирамид и даст нам V ol(M∗

t ). Принимая
во внимание формулы (1)–(5), находим:

V ol(M∗
t ) =

1
3
R2 sin

π

n

(
3H − 3t+ 2

√
t2 −R2 sin4 π

2n
+

+cos
π

n

(
3H − 3t+ 4

√
t2 −R2 sin4 π

2n

))
. (8)

Мы видим, что объем многогранников M∗
t существенно зависит от

t. Будем рассматривать V ol(M∗
t ) как функцию V (t) переменной t

с "управляющими" параметрами n, R, H. Областью определения
функции V (t) является множество t ≥ R sin2 π

2n , но нам следует учи-
тывать ограничение (6), вытекающее из предложенной геометрии де-
формации. Поэтому дальнейший анализ мы будем проводить в пред-
положении, что t ∈ [R sin2 π

2n ,H].

Предложение 1 Функция V (t) обладает следующими свойствами:

1. lim
t→R sin2 π

2n

V ′ = +∞;
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2. V ′′(t) < 0 ∀t ∈ (R sin2 π
2n ,H];

3. V ′ = 0 тогда и только тогда, когда t = 3
2R

sin π

n√
6−tg2 π

2n

.

Доказательство проводится элементарными средствами.
Как следствие, когда t пробегает интервал [R sin2 π

2n ,H], возможны
два варианта:

1. если H ≤ 3
2R

sin π

n√
6−tg2 π

2n

, то V (t) строго возрастает, достигая макси-

мального значения при t = H;
2. если 3

2R
sin π

n√
6−tg2 π

2n

< H, то V (t) строго возрастает, достигает мак-

симального значения при

tm =
3
2
R

sin π
n√

6− tg2 π
2n

(9)

и затем убывает.

Поэтому максимальное значение Vmax функции V (t) на интервале
[R sin2 π

2n ,H] может быть представлено следующим образом.

Предложение 2

Vmax =


V (H), если H ≤ 3

2R
sin π

n√
6−tg2 π

2n

V (tm), если 3
2R

sin π

n√
6−tg2 π

2n

< H
(10)

Явное представление для Vmax получается с учетом формул (8),
(9) и представляет собой весьма громоздкое выражение, зависящее от
n, R и H.

2.3 Относительное увеличение объема

Рассмотрим отношение Θ максимального объема Vmax, представлен-
ного в Предложении 2, к объему V0 исходной призмы M . Ясно, что
Θ зависит от n, R и H. Оказывается, и в этом не сложно убедиться,
что Θ зависит не от R и H, а только от их отношения R/H. Иначе
говоря, Θ = Θ(u, α), где u = R/H, α = 2π/n. С учетом (6), параметр u
изменяется в пределах (0, 1

sin2 α

4
), a α ∈ (0, 2π

3 ]. Выражение для Θ(u, α)
весьма громоздкое. График этой функции приведен на Рис.6. Выде-
ленная на графике кривая Γ является линией пересечения графика с
плоскостью Θ = 1.
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Рис. 6 Относительное увеличение объема Θ.

Удобно рассмотреть на плоскости параметров (u, α) область Ω ={
(u, α)|0 < u < 1

sin2 α

4
), 0 < α ≤ 2π

3

}
, в точках которой и рассматрива-

ется функция Θ(u, α). На Рис. 7 в области Ω выделены кривая γ1,
вдоль которой tm = H, и кривая γ2, вдоль которой Θ(u, α) = 1. С

учетом (9), γ1 задается равенством u = 2
3

√
6−tg2 α

4

sin α

2
. В свою очередь,

несложный подсчет показывает, что кривая γ2 определяется равен-

ством u =
2
√

3−5 sin2 α

4

sin α

4 (3−4 sin2 α

4 ) . Наконец, кривая γ3, ограничивающая об-

ласть Ω ввиду (7), задается равенством u = 1
sin2 α

4
.

Кривыми γ1 и γ2 область Ω разбивается на три подобласти:
Ω1 — здесь Θ < 1;
Ω2 — здесь Θ > 1 и при этом Vmax = V (H);
Ω3 — здесь Θ > 1 и при этом Vmax = V (tm).
ОбластьΩ можно интерпретировать как пространство правильных

призм, рассматриваемых с точностью до движения и гомотетии. По-
этому приходим к следующей деформационной классификации пра-
вильных призм.

Призму назовем короткой, если

2
√

3− 5 sin2 π
2n

sin π
2n

(
3− 4 sin2 π

2n

) ≤ R

H
≤ 1

sin2 π
2n

.

В этом случае возможно построение линейного изгибания, но оно не
приводит к увеличению объема.
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Рис. 7 Пространство Ω: длинные, средние и короткие призмы.

Призму назовем средней, если

2
√

6− tg2 π
2n

3 sin π
n

≤ R

H
<

2
√

3− 5 sin2 π
2n

sin π
2n

(
3− 4 sin2 π

2n

) .
В этом случае возможно построение линейного изгибания, оно приво-
дит к увеличению объема, при этом максимальный объем достигается
при t = H (см. Рис.53).

Призму назовем длинной, если

0 <
R

H
<

2
√

6− tg2 π
2n

3 sin π
n

.

В этом случае возможно построение линейного изгибания, оно приво-
дит к увеличению объема, при этом максимальный объем достигается
при t = tm (см. Рис.52).

Пример 1 Рассмотрим случай треугольной призмы, т.е. положим
n = 3 (соответственно α = 2π

3 ). В этом случае получаем, что если
R
H > 4, то призма не допускает рассматриваемого линейного изги-
бания. Если 2.65 · · · ≤ R

H ≤ 4, то линейное изгибание можно постро-
ить, но оно не дает увеличения объема. Если 1.83 · · · ≤ R

H < 2.65 . . . ,
то линейное изгибание дает увеличения объема, при этом многогран-
ник максимального объема будет иметь форму подобную изображен-
ной на Рис. 53. Наконец, если 0 < R

H < 1.83 . . . , то линейное изгиба-
ние дает увеличения объема, при этом многогранник максимального
объема будет иметь форму, подобную изображенной на Рис. 52. На
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Рис. 8 График функции относительного увеличения объема (n = 3).

Рис.8 приведен график функции относительного увеличения объема
Θ при α = 2π

3 .
Как видим, максимальное значение Θ достигается при u → 0

и равно 1.5. Это означает, что при n = 3 увеличение объема для
высоких призм (при R

H → 0) составляет почти 50%.

3 Итерационное линейное изгибание призмы с
увеличением объема

Предположим, что призма M является длинной. Тогда рассмотрен-
ное нами линейное изгибание приводит к увеличению объема, причем
максимальный объем среди M∗

t достигается при t = tm, задаваемом
выражением (9). Многогранник M∗

tm устроен так, что в его срединной
части располагаются 2n прямоугольных граней, представляющих со-
бой боковую поверхность некоторой правильной 2n-угольной призмы,
которую будем обозначать M (1), см. Рис. 52. Параметры призмы M (1)

определяются формулами

n(1) = 2n , R(1) = R
sin π

n

2 sin π
2n

, H(1) = H − 3
2
R

sin π
n√

6− tg2 π
2n

. (11)

Удобство предлагаемой конструкции состоит в том, что мы по той
же схеме можем построить линейное изгибание и призмы M (1) — как
результат, получим изометричный M многогранник, у которого будут
два основания, четыре пояска и центральная часть, состоящая из 4n
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Рис. 9 Линейное изгибание призмы — итерации.

прямоугольников, образующих боковую поверхность новой правиль-
ной 4n-угольной призмы M (2), см. Рис. 93.

Тем самым, инициируется итерационный процесс изгибания приз-
мы M : на k-ом шаге строим линейное изгибание правильной 2k−1n-
угольной призмы M (k−1), получая изометричный M многогранник, у
которого будут два основания, 2k поясков и центральная часть, со-
стоящая из 2kn прямоугольников, образующих боковую поверхность
новой правильной 2kn-угольной призмы M (k).

По аналогии с формулами (11), выполняются следующие рекур-
рентные формулы, описывающие изменение параметров призм M (k):

n(k) = 2n(k−1) , R(k) = R(k−1) sin π
n(k−1)

2 sin π
2n(k−1)

,

H(k) = H(k−1) − 3
2
R(k−1) sin π

n(k−1)√
6− tg2 π

2n(k−1)

.

При этом на каждом шаге мы строим линейное изгибание соответ-
ствующей призмы M (k) так, чтобы получить максимальное увеличе-
ние объема:

t(k)m =
3
2
R(k) sin π

n(k)√
6− tg2 π

2n(k)

.

Можно проверить, что выписанные формулы сводятся к следующим:

n(k) = 2kn , R(k) = R
1
2k

sin π
n

sin π
2kn

(12)
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t(k)m =
3

2k+1
R

sin π
n√

6− tg2 π
2k+1n

, (13)

H(k) = H −
k−1∑
j=0

t(j)m = H − 3
2
R sin

π

n

k−1∑
j=0

1
2j

1√
6− tg2 π

2j+1n

. (14)

Описанный итерационный процесс продолжается до тех пор, по-
ка призмы M (k) остаются высокими. Как только на очередном шаге
призмаM (k) перестанет быть по определению длинной, итерационный
процесс прервется. Принимая во внимание формулу (14), мы можем
утверждать, что процесс итераций не прервется в том и только в том
случае, когда размеры исходной призмы M удовлетворяют условию

H ≥ 3
2
R sin

π

n

∞∑
j=0

1
2j

1√
6− tg2 π

2j+1n

. (15)

Лемма 1 Имеет место следующая оценка:

2√
6
<

∞∑
j=0

1
2j

1√
6− tg2 π

2j+1n

<
2√

6− tg2 π
2n

.

Доказательство основано на том, что выражение 1√
6−tg2 π

2j+1n

яв-

ляется убывающей по j функцией, поэтому его можно оценить сверху
значением при j = 0, а снизу — значением при j →∞.

Как следствие, с учетом (15), можем сделать следующие выводы.
Если

H ≤ 3√
6
R sin

π

n
,

то рассматриваемый итерационный процесс обязательно прервется на
некотором шаге.

Если
H ≥ 3√

6− tg2 π
2n

R sin
π

n
,

то рассматриваемый итерационный процесс не прервется. В пределе
мы получим изометричную M поверхность M∗

∞, уже не являющуюся
многогранником2: эта предельная поверхность будет содержать два

2 Подобная поверхность приведена как экзотический пример в недавней работе М.
Штогрина [14] об изометрических деформациях цилиндров и конусов на основе клас-
сических методов А.В. Погорелова, развитых в его геометрической теории устойчивости
оболочек.
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n-угольных основания (как у M), от которых будут идти две беско-
нечные системы многогранных поясков, сходящихся к центральной
части — круговому цилиндру C. Высота этого цилиндра равна

H∞ = H −
∞∑
j=0

t(j)m .

Применяя формулу (13), получаем, что высота цилиндра равна

H∞ = H − 3
2
R sin

π

n

∞∑
j=0

1
2j

1√
6− tg2 π

2j+1n

(16)

и может быть также оценена с помощью приведенной выше Леммы:

H − 3√
6− tg2 π

2n

R sin
π

n
< H∞ < H − 3√

6
R sin

π

n
. (17)

Радиус R∞ основания цилиндра C легко находится из того очевидно-
го наблюдения, что периметр основания цилиндра равен периметру
основания исходной призмы M : 2πR∞ = na = 2Rn sin π

n . Поэтому

R∞ =
nR

π
sin

π

n
. (18)

Проанализируем теперь объем V ol(M∗
∞).

Предложение 3 Справедлива следующая оценка относительного
увеличения объема:

2
9

(4 cos2 π
2n − 1)2

cos πn(1 + cos π
2n)

<
V ol(M∗

∞)
V ol(M)

<
tgπn
π
n

.

Доказательство Для доказательства рассмотрим сначала первый
шаг итерации. Если из объема экстремального многогранника M∗

tm

вычесть объем центральной части — призмы M (1), то получим объем
двух поясков (см. Рис.92), который с учетом формул (8), (9), (12) и
(14) запишется в виде:

W (1) = V ol(M∗
tm)− V ol(M (1)) =

4
3
nR3 sin2 π

2n
(4 cos2 π

2n − 1)2√
6− tg2 π

2n

Заметим, что на следующих шагах итерации увеличивается только
объем центральной части V ol(M (1)), тогда как W (1) остается неиз-
менным.
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Аналогичную формулу можно выписать для объема поясков, воз-
никающих на k-ом шаге итерации

W (k) =
4
3
n(k−1)(R(k−1))3 sin2 π

2n(k−1)

(4 cos2 π
2n(k−1) − 1)2√

6− tg2 π
2n(k−1)

.

Применяя формулы (12), получаем:

W (k) =
1
2k

8
3
nR3 sin3 π

n
·

 (4 cos2 π
2kn − 1)2

2k sin π
2k−1n(1 + cos π

2k−1n)
√

6− tg2 π
2kn

 .

Выражение, стоящее в круглых скобках, является возрастающим по
переменной k, оценка снизу для него получается подстановкой k = 1,
а оценка сверху — при k →∞. Как следствие, получаем:

1
2k

4
3
nR3 sin2 π

n
·

(4 cos2 π
2n − 1)2

(1 + cos πn)
√

6− tg2 π
2n

≤W (k) ≤
√

6
2kπ

n2R3 sin3 π

n
.

Суммарный объем всех поясков оценивается так:

4
3
nR3 sin2 π

n
·

(4 cos2 π
2n − 1)2

(1 + cos πn)
√

6− tg2 π
2n

≤
n∑
k=1

W (k) ≤
√

6
π
n2R3 sin3 π

n
.

Осталось оценить объем центральной части — цилиндра C. С учетом
(17)-(18), получаем следующую оценку для объема цилиндра:

2
π
n2R2 sin2 π

n

H − 3√
6− tg2 π

2n

R sin
π

n

 < V ol(C) <

<
2
π
n2R2 sin2 π

n

(
H − 3√

6
R sin

π

n

)
.

Суммарный объем поясков и цилиндра дает полный объем пре-
дельной поверхности, что и приводит к указанным оценкам.

На Рис. 10 приведены графики функций, оценивающих V ol(M∗
∞)

V ol(M) в
Предложении 3, c учетом α = 2π

n .

Пример 2 В случае треугольной призмы (n = 3, т.е. α = 2π
3 ) отно-

сительное увеличение объема в ходе итерационного линейного изги-
бания может составлять от 1.18. . . до 1.65. . . . В частности, если
R
H →∞, то относительное увеличение объема составит более 65%.
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Рис. 10 Оценочные функции.
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Minkowski metrics on solutions of the equation of
nonstationary transonic gas flow

V. V. Lychagin V. A. Yumaguzhin

Abstract In this paper, we show that every solution of the equation
of nonstationary transonic gas flow possesses a Minkowski metric. This
metric is responsible for transport of singularities of solutions of this
equation. We find explicit solutions for which the metrics are either
locally-flat or Ricci-flat or conformally-flat.

Keywords Equation of nonstationary transonic gas flow · Jet-bundle ·
Symbol of nonlinear differential operator · Metric · Riemann tensor · Ricci
tensor · Weyl tensor · Explicit solution

Mathematics Subject Classification (2000) 35A30 · 35Q72 · 53B30
· 53C50

1 Introduction

The geometric singularities of any nonlinear differential equation are mov-
ing along Hamiltonian vector fields where the Hamiltonian is defined by
the symbol of the linearization of the PDE on a solution, see [2]. In this
paper, we consider a 2-order nonlinear differential operator that is defined
by the equation of nonstationary transonic gas flow (ntgf). A symbol of
the linearization of this operator defines a Minkowski metric on every
ntgf-solution. The zero-geodesics of the metric (or "light rays") are just
trajectories of geometric singularities of ntgf-solutions. We investigate var-
ious classes of explicit solutions on which the metrics are either locally-flat
or Ricci-flat or conformally-flat. It is appeared that only solutions with
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Ricci-flat metrics are Einstein manifolds and only locally-flat metrics of
solutions are projectively-flat.

2 Equation of nonstationary transonic gas flow

2.1 Nonlinear differential operator

The equation of nonstationary transonic gas flow is the following nonlinear
PDE, see [1],

2utx + uxuxx − uyy − uzz = 0 . (1)

The corresponding nonlinear differential operator may be defined as fol-
lows.

Let us consider the trivial bundle

π : R4 × R −→ R4, π : (t, x, y, z, u) 7→ (t, x, y, z).

Denote by jkpS the k-jet at a point p of a section S of the bundle π,
and by Jkπ we denote the manifold of all k-jets of all sections of π. Then

πk : Jkπ −→ R4, πk : jkpS 7→ p

is the k-jet bundle of sections of π.
For all natural numbers q and r such that q > r, we denote by πq,r the

natural projections

πq,r : Jqπ −→ Jrπ, πq,r : jqpS 7→ jrpS.

Every section S of the bundle π generates the section jkS of the bundle
πk by the formula

jkS : R4 −→ Jkπ , jkS : p 7→ j2pS .

Consider now the nonlinear 2nd order differential operator ∆ acting
on sections of π by the formula

∆ = ϕ∆ ◦ j2 ,

where the function ϕ∆ : J2π → R is defined by the left hand side of
equation (1)

ϕ∆(t, x, y, z, u, ut, . . . , uzz) = 2utx + uxuxx − uyy − uzz,

where t, x, y, z, u, ut, . . . , uzz are the canonical coordinates on the 2-jet
bundle J2π.

Then the set of all solutions of equation (1) coincides with the set of
all sections S of π so that ∆(S) = 0.
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2.2 Symbols

Let θ2 ∈ J2π, θ1 = π2,1(θ2), p = π2(θ2), and let Fθ1 be the fiber of
projection π2,1 over θ1. That is,

Fθ1 = (π2,1)−1(θ1).

Consider the exact sequence

0 → R⊗ (T ∗p � T ∗p ) i−→ J2
pπ

π2,1−−→ J1
pπ → 0 ,

where T ∗p is the cotangent space to the base of π at the point p and
(T ∗p � T ∗p ) is the symmetric square of the cotangent space, the map i is
defined by the formula

i
(
v ⊗ (df � dg)

)
= j2p(

1
2
fgS),

where f, g and S are smooth functions such that f(p) = g(p) = 0, and
S(p) = v.

From this exact sequence, we get the natural isomorphism

Fθ1
∼= T ∗p � T ∗p .

Recall, see for example [3], that the symbol of ∆ at point θ2 is the
restriction of the differential ϕ∆ on the tangent space Tθ2(Fθ1) of the fiber
Fθ1 at the point θ2:

Smblθ2 ∆ = (ϕ∆)∗|Tθ2 (Fθ1 ) .

Taking into account the natural identification of T ∗p �T ∗p with its tangent
space, we can represent Smblθ2 ∆ as an element of (T ∗p � T ∗p )∗.

This element is the symmetric (2, 0) — tensor

2
∂

∂t

∂

∂x
+ ux

∂

∂x

∂

∂x
− ∂

∂y

∂

∂y
− ∂

∂z

∂

∂z
∈ Tp � Tp.

This tensor is non degenerate and therefore it generates the isomorphism
T ∗p → Tp. The inverse one to this isomorphism is defined a metric of
signature (+,−,−,−)

g(θ2) = −uxdt2 + 2dtdx− dy2 − dz2 ∈ T ∗p � T ∗p .

In other words, the symbol Smblθ2 ∆ of the operator ∆ at the point θ2
defines in a natural way the Minkowski metric g(θ2) on the tangent space
Tp, where p = π2(θ2).
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As a result of this construction, we get a field of horizontal Minkowski
metrics on the 2-jet bundle J2π

g : J2π −→ T ∗ � T ∗, g : θ2 7→ g(θ2) .

2.3 Metric structures on solutions

Let

S : (t, x, y, z) 7→
(
t, x, y, z, u(t, x, y, z)

)
be a solution of equation (1).

Denote by L(2)
S the image of the section j2S of the bundle π2.

Then, if we identify solutions S and submanifolds L(2)
S ⊂ J2π, the

restriction

gS = g|L(2)
S

= −∂u(t, x, y, z)
∂x

dt2 + 2dtdx− dy2 − dz2

gives a Minkowski metric on the manifold L(2)
S , associated with the solu-

tion.

2.4 Explicit solutions

In this section we use the classical differential invariants of metrics to get
classes of explicit solutions of the ntgf-equation.

2.4.1 Locally-flat solutions

We will find solutions (L(2)
S , gS) of ntgf-equation such that the correspond-

ing metrics gS are locally-flat. It is known that a metric is locally flat if
and only if its curvature tensor is zero.

In our case, nonzero components of the curvature tensor are:

R1212 =
1
2
uxxx, R1213 =

1
2
uxxy, R1214 =

1
2
uxxz,

R1313 =
1
2
uxyy, R1314 =

1
2
uxyz, R1414 =

1
2
uxzz .

(2)

From (2) we observe that the required solution of equation (1) should
also satisfy equations

uxxx = 0, uxxy = 0, uxxz = 0, uxyy = 0, uxyz = 0, uxzz = 0 .
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Solving these equations together with ntgf-equation, we get the following
class of explicit ntgf-solutions with locally flat metric gS :

u(t, x, y, z) =
x2

t+ C
+ (h1(t)y + h2(t)z + h3(t))x+ h(t, y, z) ,

where C is an arbitrary constant, h1, h2, h3 are smooth arbitrary functions
on t and h is an arbitrary function satisfying to the equation

hyy+hzz = 2
(
dh1

dt
+

h1

C + 1

)
y+2

(
dh2

dt
+

h2

C + 1

)
z+2

(
dh3

dt
+

h3

C + 1

)
.

In particular, if h is a harmonic function w.r.t. y and z, then we get the
following explicit solutions

u(t, x, y, z) =
x2

t+ C
+

(C1y + C2z + C3)x
t+ C

+ h(t, y, z) , hyy + hzz = 0,

where C, C1, C2, C3 are arbitrary constants.

2.4.2 Projectively-flat solutions

We look for solutions(L(2)
S , gS) of ntgf-equation such that metrics gS are

projectively-flat.
Recall that a metric space (L, g) is projectively-flat if there exist local

coordinates in a neighborhood of every point of L such that geodesic lines
of g are represented as straight lines in these coordinates.

It is known, see [4], that (L, g) is projectively-flat if and only if (L, g)
is a space of constant curvature. Then the curvature tensor is expressed
in terms of the metric in the following way

Rlkij = K(gligkj − gljgki) , K = constant.

Comparing the curvature tensor of gS with the tensor (gS)li(gS)kj −
(gS)lj(gS)ki, we get that K = 0.

Therefore the only locally-flat solutions of ntgf-equation are projecti-
vely-flat.

2.4.3 Ricci-flat solutions

We find solutions (L(2)
S , gS) of ntgf-equation such that the Ricci tensor of

gS is zero.
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In our case, nonzero components of the Ricci tensor are:

R11 = −1
2
uxuxxx +

1
2
uxyy +

1
2
uxzz, R12 = R21 =

1
2
uxxx,

R13 = R31 =
1
2
uxxy, R14 = R41 =

1
2
uxxz

(3)

From (3) we get that the required solutions of ntgf-equation should also
satisfy equations

uxxx = 0, uxxy = 0, uxxz = 0, uxyy + uxzz = 0 .

Solving these equations together with ntgf-equation, we obtain the follow-
ing class of explicit solutions of the ntgf- equation:

u(t, x, y, z) =
x2

t+ C
+ h1(t, y, z)x+ h(t, y, z) ,

where C is an arbitrary constant, h1 is harmonic w.r.t. y and z, and h is
an arbitrary function satisfying to the equation

hyy + hzz = 2
∂h1

∂t
+ 2

h1

t+ C
.

In particular, if h is harmonic w.r.t. y and z, then we get the following
explicit solutions

u(t, x, y, z) =
x2

t+ C
+
h1(y, z)
t+ C

x+ h(t, y, z) ,

where C is a constant, h1 and h are harmonic w.r.t. y and z.

2.4.4 Einstein manifolds

We find solutions (L(2)
S , gS) of ntgf-equation which are Einstein manifolds.

Recall that a Minkowski manifold (M, g) is Einstein if and only if the
Ricci tensor R of metric g is proportional to g. That is, R = λg, for some
constant λ.

Comparing the Ricci tensor of gS with this metric, we get that the
only Ricci-flat solutions of equation (1) are Einstein manifolds.
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2.4.5 Conformally-flat solutions

We find solutions (L(2)
S , gS) of the equation of nonstationary transonic gas

flow such that its metric gS is conformally-flat.
Recall that a metric is called conformally-flat if, in neighborhood of

every point, it can be transformed to the form efg, where f is a smooth
function and g is a flat metric.

It is known that a metric is conformally-flat if and only if its Weyl
tensor is zero.

In our case, nonzero components of the Weyl tensor are:

W1212 =
1
6
uxxx, W1213 =

1
4
uxxy, W1214 =

1
4
uxxz,

W1313 =
1
4
uxyy +

1
12
uxuxxx −

1
4
uxzz, W1314 =

1
2
uxyz ,

(4)

and other nonzero components are linear combinations of these ones.
From (4) we get that the required solutions should satisfy the following

equations:

uxxx = 0, uxxy = 0, uxxz = 0, uxyz = 0, uxyy − uxzz = 0 .

Solving these equations together with ntgf-equation, we get the following
class of explicit solutions of ntgf-equation with conformally-flat metric gS .

u(t, x, y, z) = h(t)x2

+
(
(h′ + h2)(y2 + z2) + h1(t)y + h2(t)z + h3(t)

)
x

+ ϕ(t, y, z) ,

where h, h1, h2, and h3 are arbitrary functions on t, and ϕ satisfies to the
equation

ϕyy + ϕzz = 2(h′′ + 3hh′ + h3)(y2 + z2)

+ 2(h′1 + h1h)y + 2(h′2 + h2h)z + 2(h′3 + h3h).

In particular, if ϕ is harmonic w.r.t. y and z, then we get the following
solution

u(t, x, y, z) = h(t)x2

+
(
(h′ + h2)(y2 + z2) + e−

∫
hdt(C1y + C2z + C3)

)
x

+ ϕ(t, y, z) ,

where C1, C2, and C3 are constants and h(t) satisfies to the equation

h′′ + 3hh′ + h3 = 0.



References

1. Ibragimov, N.H. (ed): CRC Handbook of Lie Group Analysis of Differential Equations.
Vol. 1, Symmetries, exact solutions, and conservation laws, CRC Press, Boca Raton, 1994,
429 pp.

2. Lychagin, V.: Singularities of multivalued solutions of nonlinear partial differential equa-
tions, and nonlinear phenomena. Acta Appl. Math. 3(2), 135–173 (1985)

3. Krasil’shchik, I.S., Lychagin, V.V., Vinogradov, A.M.: Geometry of Jet Spaces and Non-
linear Partial Differential Equations. Gordon and Breach, New York, 1986, xx+441 pp.

4. Rashevskiy, P.K.: Riemann geometry and tensor analysis. Moskva, “Nauka”, 1967, 664 pp.

V. V. Lychagin
Tromsoe University, Tromsoe, Norway and the Institute of Control
Sciences of RAS, Moscow, Russia.
E-mail: lychagin@yahoo.com

V. A. Yumaguzhin
Program Systems Institute of RAS, Pereslavl’-Zalesskiy, 152020, Russia.
E-mail: yuma@diffiety.botik.ru



Proc. Intern. Geom. Center 2009 2(1) 35–54 dω

Симметрии и интегрирующая матрица

М. Рахула

Аннотация Распределение на многообразии может быть задано с
помощью векторного базиса или с помощью дуального кобазиса.
Существует связь между симметриями распределения и интегрирую-
щей матрицей кобазиса. Именно, обратная матрица интегрирующей
матрицы определяет систему инфинитезимальных симметрий рас-
пределения и, наоборот, с помощью инфинитезимальных симметрий
можно определить интегрирующую матрицу. Интегрирующая матри-
ца обобщает классическое понятие интегрирующего множителя для
одной дифференциальной формы.

Ключевые слова Симметрии распределения · Векторные поля по-
ектирующие и проектируемые · Интегрирующая матрица.

УДК 514.7

1 Введение

O распределениях на многообразиях, их решениях, интегралах и
симметриях мoжно говорить, не прибегая к локальным координа-
там. Вспомогательным средством при таком представлении являются
векторные поля как операторы дифференцирования, векторные по-
ля проектирующие и векторные поля проектируемые. Двойственную
роль играют дифференциальные формы с операцией внешнего диф-
ференцирования. Словом, мы пользуемся аппаратом исчисления Ли-
Картана. С помощью этого аппарата мы развиваем теорию распре-
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делений и главной нашей целью является исследовать связь между
симметриями распределения и интегрирующей матрицей его кобази-
са.

Тема, касающаяся интегрирующих матриц и симметрий, поднятая
ещë в книге [1], заслуживает отдельного разговора.

2 Распределение на многообразии

2.1 Бескоординатное представление

Рассмотрим на гладком (n+r)-мерном многообразии M n-мерное рас-
пределение ∆. Это значит, что в каждом касательном пространстве
TuM задано некоторое n-мерное подпространство ∆u. Будем гово-
рить, что на многообразии M задано поле n-мерных площадок 3:

u  ∆u , ∀u ∈M.

2.2 Решения и интегралы

Любая иммерсия ϕ : M1 → M называется решением распределения
∆, если

ImTϕ ⊂ ∆. (1)

Это значит, что при иммерсии ϕ все касательные плоскости к по-
верхности ϕ(M1) должны принадлежать соответствующим площад-
кам распределения ∆.

Любая субмерсия ψ : M → M2 называется интегралом распреде-
ления ∆, если

KerTψ ⊃ ∆. (2)

Это значит, что при субмерсии ψ все площадки распределения ∆

должны принадлежать соответствующим площадкам распределения
KerTψ, или же, иначе говоря, распределение ∆ должно касаться
слоëв расслоения ψ и все его площадки при касательном отображении
Tψ должны аннулироваться.

3 Заметим, что n-мерная площадка в (n + r)-мерном векторном пространстве TuM
фиксируется с произволом nr параметров.
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Распределение ∆ называется (вполне) интегрируемым, eсли суще-
ствует субмерсия ψ : M →M2, такая, что

KerTψ = ∆. (3)

Слои расслоения ψ называются максимальными интегральными по-
верхностями распределения ∆.

Что касается распределения KerTψ, то ясно, что оно всегда инте-
грируемо и в случае включения (2) распределение ∆ трактуется как
его, вообще говоря, неинтегрируемое подраспределение.

2.3 Симметрии

Преобразование (диффеоморфизм) a : M → M переводит распреде-
ление ∆ в общем случае в другое распределение Ta(∆). В случае,
когда Ta(∆) = ∆, преобразование a называется симметрией распре-
деления ∆. При симметрии a все решения и интегралы распределения
∆ переходят опять-таки в решения и интегралы этого распределения:

ϕ  a ◦ ϕ, ψ  ψ ◦ a.

Векторное поле P на многообразии M называется инфинитези-
мальной симметрией распределения ∆, если его поток at = exp tP
представляет собой 1-параметрическую группу симметрий распреде-
ления ∆. Ещë при этом говорят, что распределение ∆ допускает век-
торное поле P . В потоке симметрий at любое решение (интеграл)
распределения ∆ увлекается в 1-параметрическое семейство решений
(интегралов) этого распределения:

ϕ  at ◦ ϕ, ψ  ψ ◦ at.

Если позволительно говорить о производной (как, например, в случае
M2 = Rp, p ≤ r)

Pψ = lim
t→0

1
t
(ψ ◦ at − ψ),

то отсюда следует, что при дифференцировании интеграла ψ относи-
тельно инфинитезимальной симметрии P мы получаем производную
Pψ, также являющуюся интегралом распределения ∆.
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Векторное поле P на многообразии M называется характеристи-
ческим полем распределения ∆, если оно одновременно является ин-
финитезимальной симметрией этого распределения и ему принадле-
жит. Распределение ∆ при наличии характеристического поля про-
ектируется в (n + r − 1)-мерное пространство инвариантов поля P с
понижением размерности. Обозначим эту проекцию через π, тогда

∆  Tπ(∆), dim∆ = n ⇒ dim
(
Tπ(∆)

)
= n− 1.

Если, например, dim∆ = 2, то Tπ(∆) — 1-мерное распределение (поле
изоклин), которое интегрируется как система ОДУ. Интегралы этой
системы, поднятые на многообразие M , становятся интегралами рас-
пределения ∆ :

ψ  π ◦ ψ.

2.4 Интегрирующая матрица

Распределение ∆ на многообразии M может быть определено4 как
линейная оболочка n линейно независимых векторных полей (Xi) или
как аннулятор r линейно независимых 1-форм (ωα). Будем говорить
о базисе (Xi) распределения ∆ и о его кобазисе (ωα). При этом

ωα(Xi) = 0, i = 1, . . . , n, α = n+ 1, . . . , n+ r.

Для того, чтобы векторное поле P на многообразии M было инфини-
тезимальной симметрией распределения ∆, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось одно из эквивалентных условий5 :

LPX ‖X ⇔ LPω ‖ω , (4)

где знак ‖ означает, что производные Ли LPXi и LPωα могут быть
линейно выражены соответственно в базисе (Xi) или кобазисе (ωα).

Если интеграл распределения ∆ определяется субмерсией

ψ : M → Rp, p ≤ r,

4 Векторные поля и дифференциальные формы на многообразии M предполагаются
достаточно гладкими, т. е. достаточно высокого класса дифференцируемости.

5 Эквивалентность условий (4) легко установить, если равенство ωα(Xi) = 0 диффе-
ренцировать по правилу Лейбница: ωα(LPXi) + LPω

α(Xi) = 0 .
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точнее, p функциями ψλ, где λ = n+r−p+1, . . . , n+r, то дифферен-
циалы этих функций dψλ могут быть выражены в кобазисе (ωα) с
помощью некоторой (p× r)-мaтрицы6 B = (Bλ

α),

dψλ = Bλ
αω

α, или в матричной записи : dψ = Bω. (5)

Матрица B, выделяющая в кобазисе (ωα) систему точных дифферен-
циалов (dψλ) согласно (5), называется интегрирующей матрицей
ранга p для кобазиса (ωα).

Любой общий инвариант базисных операторов Xi является инте-
гралом распределения ∆ и его дифференциал выражается в кобазисе
(ωα) c помощью интегрирующей мaтрицы B ранга 1.

Положим, что в пространстве Rp заданы координатные функции

(vλ) и определëн натуральный базис (∂µ, dvλ). Операторы ∂µ =
∂

∂vµ

образуют поле реперов, дифференциалы dvλ — поле дуальных коре-
перов. Если функции (ψα), определяющие субмерсию ψ : M → Rp,
связать с функциями (vλ), то

ψλ = vλ ◦ ψ ⇒ dψλ = dvλ ◦ Tψ.

Любое векторное поле P на многообразии M , проектируемое при суб-
мерсии ψ в пространстве Rp в некоторое векторное поле Tψ(P ), до-
пускается распределением ∆, т. е. является его инфинитезимальной
симметрией. Зададим на многообразии M систему p векторных полей
Pµ, таких7, что dψλ(Pµ) = Pµψ

λ = δλµ, короче, Pψ = E, где E — еди-
ничная матрица порядка p. Все поля Pµ будут ψ-проектируемы в Rp

и при этом Tψ(Pµ) = ∂µ. Установится связь интегрирующей матри-
цы B = (Bλ

α) для кобазиса ω с инфинитезимальными симметриями
P = (Pµ) распределения ∆ :

Pψ = E, dψ = Bω ⇒ Bω(P ) = E. (6)

Это — следствие из (5). В общем случае матрицы B и ω(P ) здесь
порядка p × r и r × p соответственно и обе — ранга p. В случае
p = r распределение ∆ интегрируемо и матрицы B и ω(P ) регуляр-
ны. Это позволяет определить с помощью инфинитезимальных сим-
метрий P = (Pβ) интегрирующую матрицу B, и наоборот.

6 Имеется в виду, что матрица B имеет p строк и r столбцов, причëм строки линейно
независимы.

7 В выборе полей Pµ имеется некоторый произвол: например, в расслоении ψ можно
задать произвольное горизонтальное распределение ∆h размерности p и определить поля
Pµ путëм поднятия операторов ∂µ на ∆h, как горизонтальные лифты.
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Теорема 1 Если распределение ∆ с кобазисом ω = (ωα) интегрируе-
мо, ∆ = KerTψ, и допускает систему r линейно независимых ин-
финитезимальных симметрий P = (Pβ), не принадлежащих ∆,
но проектируемых при субмерсии ψ в коммутирующие операторы
Tψ(Pβ) = ∂β, то для кобазиса ω определяется интегрирующая мат-
рица

B =
(
ω(P )

)−1
.

Наоборот, если для кобазиса ω определена интегрирующая матрица
B и Bω = dψ, то векторные поля P = (Pβ), такие, что Pψ = E,
образуют систему инфинитезимальных симметрий распределения
∆.

Замечание 1 Как известно, распределение ∆ интегрируемо тогда
и только тогда, когда при внешнем дифференцировании форм ωα вы-
полняется следующее условие:

dωα = ϑαβ ∧ ωβ ,

где ϑ = (ϑαβ) — некоторая матричная 1-форма на M . Пишем в мат-
ричном виде без индексов: dω = ϑ ∧ ω. Если B — интегрирующая
матрица для кобазса ω, то

dψ = B ω ⇒ 0 = dB ∧ ω +B dω ⇒ dω = −B−1dB ∧ ω, ϑ = −B−1dB.

Замечание 2 Если B1 и B2 — две интегрирующие матрицы для ко-
базиса ω, то матрица B2B

−1
1 является интегралом распределения ∆.

Действительно, если матрицам B1 и B2 соответствуют субмерсии
ψ1 и ψ2, то

dψ1 = B1ω, dψ2 = B2ω ⇒ dψ2 = (B2B
−1
1 )dψ1.

Дифференцируя относительно произволного векторного поля X, при-
надлежащего рапределению ∆, последнее равенство по Ли, учитывая
при этом, что LXdψ1,2 = d(Xψ1,2) = 0, получаем: X(B2B

−1
1 ) = 0.

3 Координатное представление

О симметриях распределения ∆ удобно говорить относительно неко-
торой субмерсии π c трансверсальными к ∆ слоями, т. е. в контексте
связности в расслоении π.
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Связность в расслоении

π : M1 →M, (7)

с n-мерной базой M и r-мерными слоями, определяется заданием на
многообразии M1 структуры

∆h ⊕∆v, (8)

где∆v = KerTπ — вертикальное r-мерное распределение, касательное
к слоям, и ∆h — горизонтальное n-мерное распределение, дополни-
тельное к распределению ∆v.

Перенесение слоëв над путëм γ(t), заданным на базе M , осуществ-
ляется вдоль горизонтальных лифтов этого пути — интегральных
кривых поля изоклин, высекаемого распределением ∆h на (r + 1)-
мерной поверхности π−1(γ(t)).

Если расслоение (7) — векторное и перенесение слоëв над путями
— линейное, то говорят о линейной связности.

Линейная связность в касательном расслоении π : TM → M при-
водит нас к аффинной связности и классическому тензорному анали-
зу, а разговор об инфинитезимальных симметриях распределения ∆h

приводит нас к теории движений в пространстве со связностью и, в
частности, к аффинным коллинеациям и полям Киллинга.

3.1 Адаптированный базис

Пусть на окрестности U ⊂ M1 заданы координаты (ui, uα), которые
согласованы с расслоением π. Это значит, что базисные координаты
(ui) на U π-связаны с координатами (ūi) на окрестности π(U) ⊂ M ,
т. е. ui = ūi ◦ π. Индексы пробегают значения:

i, j, k = 1, . . . , n; α, β, γ = n+ 1, . . . , n+ r.

Операторы
∂

∂ūi
поднимаются с окрестности π(U) на распределение

∆h, где они определяют базис этого распределения

Xi =
∂

∂ui
+ Γαi

∂

∂uα
. (9)

Коэффициенты Γαi , число которых равно nr, в общем случае за-
висят как от базисных, так и от слоевых координат. Одновременно на
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окрестности U определяется система 1-форм8, аннулируемая опера-
торами Xi:

ωα = duα − Γαi du
i. (10)

Система Пфаффа ωα = 0 эквивалентна системе дифференциальных
уравнений, где ui — независимые переменные и uα — неизвестные
функции:

ωα = 0 ⇔ ∂uα

∂ui
= Γαi . (11)

На окрестности U определяется адаптированный базис (X,ω):

(Xi Xα) =
(

∂

∂uj
∂

∂uβ

)
·

(
δji 0
Γ βi δ

β
α

)
,

(
ωi

ωα

)
=

(
δij 0
−Γαj δαβ

)
.

(
duj

duβ

)
.

Для вычисления дифференциалов функций f  df на M1 целесо-
образно пользоваться единичным аффинором, который в адаптиро-
ванном базисе имеет вид:

d = Xi ⊗ dui + ∂α ⊗ ωα, где ∂α =
∂

∂uα
,

тогда

df = Xif du
i + ∂αf ω

α. (12)

Любое тензорное поле типа (p, q) в структуре ∆h⊕∆v распадается
на инвариантные блоки, число которых равно 2p+q. В частности, объ-
ект неголономности произвольного базиса (с тремя индексами) рас-
падается на 8 подобъектов. В случае адаптированного базиса (X,ω)
у объекта неголономности отличны от нуля только два подобъекта:

1) объект связности

Lαiβ = −∂βΓαi ,

2) объект кривизны

Kα
ij = −

(
XiΓ

α
j −XjΓ

α
i

)
.

8 В случае интегрируемого распределения ∆h возможно погружение в пространство
бесконечных струй ϕ : M1 ↪→ Jn,r так, что векторные поля (9) и формы (10) будут
соответственно ϕ-связаны с операторами полного дифференцирования и формами Кар-
тана в Jn,r. В случае неинтегрируемого распределения ∆h этому препятствует кривизна
связности.
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В случае линейной связности, когда величины Γαi — линейные функ-
ции слоевых координат, объекты связности и кривизны записываются
в виде:

Γαi = −Γαiβuβ ⇒ Lαiβ = Γαiβ, Kα
ij = Kα

ijβu
β ,

где
Kα
ijβ = ∂iΓ

α
jβ − ∂jΓ

α
iβ + ΓαiγΓ

γ
jβ − ΓαjγΓ

γ
iβ .

В случае аффинной связности коэффициенты Kα
ijβ определяют тен-

зор кривизны.
Когда объект кривизны равен нулю, распределение ∆h интегри-

руемо. Тогда формы ωα на окрестности U с помощью интегриру-
ющей матрицы B = (Bα

β ) обращаются в точные дифференциалы:
Bα
βω

β = dψα, где ψα — независимые интегралы распределения ∆h.
Пишем короче, Bω = dI.

Вопрос заключается в нахождении матрицы B с помощью инфи-
нитезимальных симметрий распределения ∆h.

3.2 Инфинитезимальные симметрии распределения ∆h

Рассмотрим на многообразии M1 векторное поле P , представив его
однoвременно в натуральном и адаптированном базисах следующим
образом :

P = ξi∂i + λα∂α = ξiXi + ηα∂α.

Адаптированные компоненты ηα связаны c натуральными λα соотно-
шением

ηα = λα − Γαi ξ
i.

Вычислим производные Ли векторных полей Xi и 1-форм ωα отно-
сительно поля P :

LPXi = −(Xiξ
j)Xj − (Xiλ

α − PΓαi − Γαj Xiξ
j)∂α =

= −(Xiξ
j)Xj − (Xiη

α + Lαiβη
β +Kα

ijξ
j)Xα,

LPωα = (Xiλ
α − PΓαi − Γαj Xiξ

j) dui + (∂βλα − Γαi ∂βξ
i)ωβ =

= (Xiη
α + Lαiβη

β +Kα
ijξ

j) dui + (∂βηα − Lαiβξ
i)ωβ .

Два выражения в первой формуле при Xα и во второй при dui

равны:
Xiη

α + Lαiβη
β +Kα

ijξ
j = Xiλ

α − PΓαi − Γαj Xiξ
j .
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Oбращение в нуль любой из этих величин означает, что векторное
поле P является инфинитезимальной симметрией распределения ∆h,
см. (4),

Xiλ
α − PΓαi − Γαj Xiξ

j = 0 ⇔ Xiη
α + Lαiβη

β +Kα
ijξ

j = 0.

Левое уравнение — для натуральных компонент (ξi, λα). Правое
уравнение удобно тем, что, когда распределение ∆h интегрируемо,
Kα
ij = 0, оно не содержит величин ξi, которые могут оставаться про-

извольными9. Будем иметь определяющее соотношение только для
компонент ηα:

Xiη
α − ∂βΓ

α
i η

β = 0. (13)

Пусть найдена система r вертикальных линейно независимых ин-
финитезимальных симметрий Pα = ηβα∂β . Тогда не будет ли обратная
матрица (µαγ ) матрицы (ηγβ), т. е., такая, что µαγη

γ
β = δαβ , для системы

форм ωα интегрирующей ?
Для обратных матриц (µαγ ) и (ηγβ) эквивалентны записи:

Xiµ
α
β + µαγ ∂βΓ

γ
i = 0 ⇔ Xiη

α
β − ∂γΓ

α
i η

γ
β = 0. (14)

Действительно, если дифференцировать по Xi связывающeе эти мат-
рицы соотношение, получаем:

µαγη
γ
β = δαβ ⇒ (Xiµ

α
γ ) ηγβ + µαγ (Xiη

γ
β) = 0,

и эквивалентность записей (14) становится очевидной. Однако, чтобы
матрица (µαγ ) была интегрирующей, этого не достаточно. Дифферен-
цируя внешним образом формы ωα и µαγω

γ
β , с учëтом, что распреде-

ление ∆h интегрируемо, X[iΓ
α
j] = 0, получаем:

dωα = ∂βΓ
α
i du

i ∧ ωβ,
d(µαγω

γ) = (Xiµ
α
β + µαγ∂βΓ

γ
i )dui ∧ ωβ + ∂[βµ

α
γ]ω

β ∧ ωγ .

Чтобы формы µαγω
γ
β были точны, d(µαγωγ) = 0, на матрицу (µαβ), а

вместе с ней и на обратную матрицу (ηαβ ), накладываются дополни-
тельные условия:{

Xiµ
α
β + µαγ∂βΓ

γ
i = 0

∂[βµ
α
γ] = 0,

⇔

{
Xiη

α
β − ∂γΓ

α
i η

γ
β = 0

P[βη
α
γ] = 0.

(15)

9 Инфинитезимальная симметрия распределение ∆h определяется с точностью до го-
ризонтальной составляющей.
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Кроме эквивалентности (14), добавляются нижние условия, кото-
рые тоже эквивалентны:

µαση
σ
γ = δαγ ⇒ Pβ(µαση

σ
γ ) = (∂τµασ)ητβη

σ
γ + µασ(Pβησγ ) = 0,

∂[βµ
α
γ] = 0 ⇔ P[βη

α
γ] = 0.

Такова переформулировка Теоремы 1 на окрестности U ⊂M1 в адап-
тированном базисе (X,ω) :

Теорема 2 Если матрицы (µαβ) и (ηαβ ) взаимнообратны, то для то-
го, чтобы формы µαγω

γ были локально точны и в то же время вер-
тикальные операторы Pα = ηγα∂γ — инфинитезимальные симметрии
распределения ∆h, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись эк-
вивалентные между собой условия (15), при этом:

ωα(Pβ) = ηαβ , µαβ =
(
ωα(Pβ)

)−1
.

Замечание 3 В частности, векторные поля Xi, см. (9), допускают-
ся распределением ∆v =KerTπ. Если для ∆v задать кобазис θi, то
для него существует интегрирующая матрица B = (Bi

j), причëм
Bi
jθ
j = duj и B−1 = θ(X).

4 Интегрирующая матрица

Две проблемы встают в связи с дифференциальными уравнениями
(ДУ). Если ДУ трактовать как некоторое предписание движения, то
нас интересуют интегральные кривые и поверхности, на которых дви-
жение позволено. В таком случае исследуются решения ДУ — иммер-
сии ϕ, для которых Imϕ ⊂ ∆. Если же нас интересует двойственная
картина — расслоение, где данное ДУ может быть адекватно описано,
то в ход идут инварианты и интегралы — субмерсии ψ, для которых
KerTψ ⊃ ∆. Учитывая, что любое ДУ можно свести с помощью форм
Картана к системе Пфаффа, то проблема по существу сводится к
отысканию интегрирующей матрицы.

4.1 Интегрирующая матрица для форм Картана

В работе [2] был представлен экспоненциальный закон в пространстве
бесконечных струй Jn,m.
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В J1,1 заданы координаты ( t, u, u′, u′′, . . .) , где t — параметр (вре-
мя), а (u, u′, u′′, . . .) — слоевые координаты, составляющие бесконеч-
ную матрицу-столбец U . Координатные функции U определяют на
слое натуральный базис:

репер
∂

∂U
=
(
∂

∂u

∂

∂u′
∂

∂u′′
. . .

)
и дуальный корепер dU.

Оператор полного дифференцирования D и формы Картана ω ,

D =
∂

∂t
+

∂

∂U
U ′, ω = dU − U ′dt , (16)

определяют в расслоении J1,1 → R : (t, U) 7→ U адаптированный базис
линейной связности :(

D
∂

∂U

)
=
(
∂

∂t

∂

∂U

)
·

(
1 0
U ′ E

)
, (17)(

dt

ω

)
=

(
1 0
−U ′ E

)
·

(
dt

dU

)
. (18)

Экспоненциальный закон в J1,1 выражается импликациями10:

U ′ = CU ⇒ Ut = etCU ⇒ I = e−tCU, (19)

ω′ = Cω ⇒ ωt = etCω ⇒ dI = e−tCω, (20)(
∂

∂U

)′
= − ∂

∂U
C ⇒

(
∂

∂U

)
t

=
∂

∂U
e−tC ⇒ ∂

∂I
=

∂

∂U
etC ,

(21)

η ′ = Cη ⇒ ηt = etCη ⇒ ν = e−tCη . (22)

где C — матрица сдвига (бесконечная единичная матрица E без пер-
вой строки) , etC — экспоненциал матрицы tC, а штрих означает про-
изводную Ли относительно D.

В импликации (19) равенство U ′ = CU понимается как ОДУ и
решение этого ОДУ записывается в виде Ut = etCU . При фиксиро-
ванном U и переменном t кривая (t, Ut) описывает траекторию век-
торного поля D, в J1,1 определяется поток exp tD. Если в выраже-
нии etCU изменить знак параметра t  −t и считать функции U не

10 Импликации (19–22) распространяются и в пространство Jn,m, но с использованием
мульти-индексов.
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фиксированными, получим инварианты I = e−tCU оператора D. Дей-
ствительно, I ′ = e−tC(U ′ −CU) = 0. Формулы Ut = etCU и I = e−tCU

могут быть расписаны в виде бесконечных систем:

u
(k)
t =

∞∑
l=0

u(k+l) t
l

l!
, k = 0, 1, 2, . . . , (23)

ik =
∞∑
l=0

u(k+l) (−t)l

l!
, k = 0, 1, 2, . . . . (24)

Eсли речь идëт о струе конкретной функции u(t), то формула (23)
даëт при k = 0 разложение этой функции в ряд Маклорена, а при
k > 0 — разложение в ряд eë k-ой производной. Вообще, формула (23)
— лишь формальная запись для чистой струи.

Импликация (20) понимается таким же образом, но для форм ω.
Когда спускаемся по столбцу ω, каждая последующая форма является
производной Ли предыдущей формы, поэтому ω′ = Cω. Принимая это
равенство за ОДУ, пишем решение ωt = etCω. Так увлекаются формы
ω в потоке D. Изменение знака у параметра t −t даëт нам систему
инвариантных форм, при этом

I = e−tCU ⇒ dI = e−tCω. (25)

Формы Картана ω, если их умножить на экспоненциал e−tC , стано-
вятся точными дифференциалами. Экспоненциал e−tC является для
кобазиса ω интегрирующей матрицей11.

Формула I = e−tCU подсказывает нам замену слоевых коорди-
нат инвариантами и заодно переход на слое от натурального базиса к
инвариантному:

U  I ⇒
(
∂

∂U
, dU

)
 

(
∂

∂I
, dI

)
.

Если корепер dI был описан импликацией (20), то репер
∂

∂I
описы-

вается аналогичным образом импликацией (21). Это — бесконечная

11 Заметим, что только бесконечная система форм Картана допускает интегрирующую
матрицу. Конечная система картановских форм этим свойством не обладает.
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матрица-строка из операторов

∂

∂i0
=

∂

∂u
,

∂

∂i1
= t

∂

∂u
+

∂

∂u′
, (26)

∂

∂i2
=
t2

2
∂

∂u
+ t

∂

∂u′
+

∂

∂u′′
,

. . . . . .

являющихся вертикальными инфинитезимальными симметриями
оператора D .

Теорема 2 об интегрирующей матрице распространяется на фор-
мы Картана в J1,1:

ω
( ∂
∂I

)
= etC  

(
ω
( ∂
∂I

))−1
= e−tC .

Замечание 4 Преобразование координат U  I в J1,1 сопровожда-
ется точечным преобразованием ϕ , пишем

t ◦ ϕ = t, I ◦ ϕ = U.

Происходит преобразование вертикального базиса:

Tϕ−1 ∂

∂I
=

∂

∂U
etC , dI ◦ Tϕ = e−tCω,

и в J1,1 oпределяется инвариантный базис — репер и корепер:

Tϕ−1

(
∂

∂t

∂

∂U

)
=
(
D

∂

∂I

)
·

(
1 0
0 etC

)
,

(
dt

dI

)
◦ Tϕ =

(
1 0
0 e−tC

)
·

(
dt

ω

)
.

Часто о преобразовании ϕ не пишут (и не говорят), но об этом
нельзя забывать. Иначе при записи инвариантного репера можно

натолкнуться (и наталкиваются) на абсурдное равенство
∂

∂t
= D.
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Далее, спрашивается, при каком условии вертикальное векторное
поле P в пространстве J1,1 коммутирует с оператором D, т. е. P ′ = 0 ?

Представим это поле в натуральном и инвариантном реперах ком-
понентами η = PU и ν = PI и вычислим производную Ли P ′ в обоих
реперах,

P =
∂

∂U
η =

∂

∂I
ν , P ′ =

∂

∂U
(η ′ − Cµ) =

∂

∂I
ν ′.

Получаем ответ : векторное поле P коммутирует с оператором D

тогда и только тогда12, когда выполняется одно из условий η ′ = Cη

или ν ′ = 0. Эквивалентность этих двух условий видна из соотношения
ν = e−tCη. Для величин η имеем импликацию (22), похожую на им-
пликации (20) и (21). Равенство η ′ = Cη говорит о том„ что в столбце
η каждый последующий элемент является производной предыдущего
элемента относительно D и, следовательно, все элементы столбца η,
начиная со второго, являются производными соответствующего по-
рядка первого элемента — производящей функции η0 :

ηk = η
(k)
0 , k = 1, 2, . . .

Возвращаясь к импликации (21), заметим, что инвариантный репер
∂

∂I
состоит из вертикальных инфинитезимальных симметрий (26) с

производящими функциями соответственно 1 , t ,
t2

2
, . . . Теоремы 1 и

2 распространяются в J1,1 на формы Картана :

ω
( ∂
∂I

)
= etC  

(
ω
( ∂
∂I

))−1
= e−tC .

5 Интегрирующий множитель

Общая концепция об интегрирующей матрице при n = r = 1 включает
понятие интегрирующего множителя.

Пусть на плоскости xy задано ОДУ вида

y′ = f(x, y). (27)

С этим ОДУ ассоциируются векторное поле X и форма ω :

X =
∂

∂x
+ f

∂

∂y
, divX =

∂f

∂y
,

12 Условие η ′ = Cη согласуется с условием Xiη
α
β − ∂γΓα

i η
γ
β = 0, см. (13).
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ω = dy − fdx, dω =
∂f

∂y
dx ∧ dy, d(µω) =

(
µ′ + µ

∂f

∂y

)
dx ∧ dy.

Возьмем векторное поле P = η
∂

∂y
и вычислим производные Ли:

LPX =
(
η′ − ∂f

∂y
η

)
∂

∂y
, LPω =

(
η′ − ∂f

∂y
η

)
dx .

При условии µ η = 1 следующие соотношения будут эквивалентны:

µ′ + µ
∂f

∂y
= 0 ⇔ η′ − ∂f

∂y
η = 0. (28)

Слева имеем условие на интегрирующий множитель µ формы ω,
а справа — условие на коэффициент η, чтобы поле P было инфини-
тезимальной симметрией (см. (14)). При этом

η = ω(P ), µ =
(
ω(P )

)−1
.

В общем случае на плоскости uv, когда

X = x
∂

∂u
+y

∂

∂v
, ω = −ydu+xdv, P = ξ

∂

∂u
+η

∂

∂v
, ω(P ) = xη−yξ,

имеем эквивалентны записи:
∂(µx)
∂u

+
∂(µy)
∂v

= 0 ⇔ (Px− ξ′)y − (Py − η′)x = 0. (29)

Слева стоит условие, чтобы форма µω, где µ = (xη − yξ)−1, была
замкнута, а справа, чтобы поле P было инфинитезимальной симмет-
рией. Переход от (29) к (28) осуществляется заменой:

(u, v)  (x, y), (x, y) (1, f), (ξ, η) (0, η).

Инвариант поля X удобно вычислить в координатах (u, v), где u и v

— канонический параметр и инвариант поля P .

Предложение 1 Если поле P — инфинитезимальная симметрия
поля X и (u, v) — соответственно его канонический параметр и
инвариант, то инвариант поля X вычисляется по формуле

I = u−
∫
x

y
dv , (30)

где под интегралом — отношение компонент поля X, зависящее от
переменной v.
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Доказательство Имея P =
∂

∂u
и ω(P ) = −y, пользуемся тем, что

существует коэффициент λ, такой, что P ′ = λX:

Pu = 1 ⇒ Px = PXu = [P,X ]u = −P ′u = −λXu = −λx,
Pv = 0 ⇒ Py = PXv = [P,X ]v = −P ′v = −λXv = −λ y,

yPx− xPy = −yP ′u+ xP ′v = λ(−yx+ xy) = 0,
∂

∂u

(x
y

)
= P

(x
y

)
=
yPx− xPy

y2
= 0,

ω

ω(P )
=
−ydu+ xdv

−y
= du− x

y
dv . 2

Пример 1 Для линейного векторного поля

X =
(
∂

∂u

∂

∂v

)
·

(
c1 c2
c3 c4

)
·

(
u

v

)
поток at = exp tX определяется экспоненциальным законом :

U ′ = CU ⇒ Ut = eCtU,

C =

(
c1 c2
c3 c4

)
, U =

(
u

v

)
, U ′ =

(
u′

v′

)
, Ut =

(
ut
vt

)
,

где C — постоянная матрица и eCt — экспоненциал матрицы Ct,

eCt =
∞∑
k=0

(Ct)k

k !
.

Oператор гомотетий

P = u
∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

обладающий инвариантом
p =

v

u
,

является для поля X инфинитезимальной симметрией, [X,P ] = 0.
Величина ω(P ), где ω = −v′du+ u′dv, совпадает с вронскианом

W =

∣∣∣∣∣ u ′ uv ′ v

∣∣∣∣∣ = −c3 u2 + (c1 − c4)uv + c2 v
2.

В потоке поля P вронскиан W увлекается согласно формуле Эйлера :

PW = 2W  Wτ = We2τ ,
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а в потоке поля X — согласно формуле Лиувилля-Остроградского :

W ′ = trC ·W  Wt = WetrC·t.

Для соленоидального поля X, когда trC =0, вронскиан W является
инвариантом поля X. В общем случае инвариант поля X вычисля-
ется по формуле

I =
∫

ω

W
.

В инвариантных координатах поля P ,

(u, v)  (s, p) ,

где s — канонический параметр и p — инвариант поля P , нахожде-
ние инварианта I сводится к вычислению неопределëнного интеграла
в соответствии с формулой (30),

I = u−
∫
u ′

v ′
dv  I = s−

∫
s ′

p ′
dp .

Если положить

s = ln
√
|W |, p =

v

u
, s ′ =

1
2

trC, p ′ =
W

u2
= c2p

2 + (c1 − c4)p− c3,

будем иметь

I = ln
√
|W |+ 1

2
trC

∫
dp

c2 p2 + (c1 − c4) p− c3
.

В зависимости от знака дискриминанта ∆ = 1
4 tr

2C − detC разли-
чаются фазовые портреты поля X и классифицируются линейные
потоки :

1) ∆ < 0 (фокус) , 2) ∆ > 0 (седло) , 3) ∆ = 0 (узел) .

5.1 Симметрии ОДУ и интегрирующая матрица

Ограничимся примером. Уравнение колебаний

u′′ + u = 0 (31)

в пространстве переменных (t, u, u′) сводится к системе Пфаффа

ω1 = ω2 = 0,
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где формы ω = (ω1, ω2) и векторное поле X имеют вид13:{
ω1 = du− u′dt,

ω2 = du′ + udt,
X =

∂

∂t
+ u′

∂

∂u
− u

∂

∂u′
.

Распределение ∆, определяемое полем X и аннулирующее формы ω,
одномерно, но для форм ω нужна интегрирующая матрица. Инфи-
нитезимальная симметрия распределения ∆ в данном случае, это —
пара линейно независимых операторов P = (P1, P2) :

P1 =
∂

∂u
cos t− ∂

∂u′
sin t, P2 =

∂

∂u
sin t+

∂

∂u′
cos t.

Действительно,

LPi
ωj = 0, LPi

X = 0, i, j = 1, 2.

Представим операторы P в матричной записи:

(P1 P2) =
( ∂
∂u

∂

∂u′

)
·

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
.

Тогда выражение ω(P ) представится регулярной матрицей:(
ω1(P1) ω1(P2)
ω2(P1) ω2(P2)

)
=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

и обратная матрица
(
ω(P )

)−1 будет для форм ω интегрирующей:(
cos t − sin t
sin t cos t

)
·

(
ω1

ω2

)
= d

{(
cos t − sin t
sin t cos t

)
·

(
u

u′

)}
.

Имеем формулу
(
ω(P )

)−1
ω = dI. Отсюда находим инварианты :(

I1

I2

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
·

(
u

u′

)
,

{
I1 = u cos t− u′ sin t
I2 = u sin t+ u′ cos t .

Легко проверить: XI1 = XI2 = 0. Решить ОДУ (31), значит най-
ти функцию u(t), удовлетворяющую этому уравнению. Обращением
последней системы находим функцию u и вместе с ней еë производную
u′ : {

u = I1 cos t+ I2 sin t,
u′ = −I1 sin t+ I2 cos t.

13 Впрочем, формы ω сами и их производные Ли относительно X удолетворяют такому
же ОДУ, как (31), ω′′ + ω = 0.



Инварианты (I1, I2) играют роль постоянных интегрирования.
Если говорить о координатах (u, u′) как слоевых, находим ещë сло-
евый инвариант u2 + (u′)2 = (I1)2 + (I2)2, в котором параметр t

отсутствует.
Теория дифференциальных уравнений в терминах производных

Ли получает богатое содержание.
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О симметриях граничной задачи для уравнения
Бюргерса на интервале

А. В. Самохин Ю. И. Дементьев

Аннотация Для класса решений уравнения Бюргерса с постоянны-
ми граничными условиями предложена концепция асимптотических
симметрий. Такие решения быстро сходятся к инвариантным реше-
ниям уравнения Бюргерса. Оценка скорости сходимости получена с
использованием компьютерной модели.

Ключевые слова Уравнение Бюргерса · Симметрии · Устойчивость ·
Сходимость

УДК 514.7

1 Введение

Во многих разделах физики, астрономии и математики встречают-
ся задачи, связанные с нелинейными процессами. Можно говорить об
общепризнанных уравнениях, отражающих реальную картину проис-
ходящего, например, уравнение Навье-Стокса. Однако его общее ре-
шение неизвестно. Это привело к поиску других моделей нелинейных
явлений, более простых уравнений.

Одним из наиболее известных является уравнение Бюргерса [1].
Область применения его оказалась довольно обширной. Классическое
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уравнение Бюргерса описывает эволюцию поля скоростей для гидро-
динамических потоков частиц, учитывая как нелинейный характер
распространения волн, так и диссипацию энергии. Оно используется
в акустике, оптике и космологии, появляется при гидродинамических
предельных переходах для систем взаимодействующих частиц и т.д.
[6].

Сейчас уравнение Бюргерса служит, с одной стороны, модельным
примером для изучения нелинейных эффектов в гидродинамическом
контексте, а с другой — полигоном для применения и проверки на эф-
фективность современных методов теории вероятностей, теории дина-
мических систем и дифференциально-геометрических конструкций, в
частности теории симметрий. Для уравнения,определенного на всей
оси x локальные, классические и высшие симметрии хорошо изучены,
[10]; там же описаны некоторые нелокальные симметрии. Про симмет-
рии начально-краевой задачи для уравнения Бюргерса на интервале
известно крайне мало, [9].

В статье предложена концепция симметрий для начально-краевой
задачи для уравнения Бюргерса и разобран случай, когда граничные
условия постоянны. В этом классе решение с произвольным началь-
ным условием быстро сходится к стационарному решению, которое
является инвариантным для целой башни высших симметрий. Описа-
но действие симметрий с постоянными граничными условиями на ре-
шениях. Вследствие быстрой сходимости к стационарным решениям
симметрии этого стационарного решения можно рассматривать как
асимптотические симметрии для класса решений с постоянными гра-
ничными условиями, такими же, как у стационарного.

В работе также исследована сходимость решения уравнения Бюр-
герса к стационарному решению при неограниченном увеличении вре-
мени. Оценена скорость этой сходимости в зависимости от различных
начальных и граничных условий. Указан характер этой сходимости
при любых начальных функциях, в том числе и при больших по мо-
дулю функциях и при больших по модулю производных начальных
функций. Особое внимание уделено трудностям, которые возникают
при численном решении и анализе свойств решения уравнения на ком-
пьютере. Часть исследований проделана с помощью написанной од-
ним из авторов специальной компьютерной программы для числен-
ного решения уравнения Бюргерса. Получены оценки на начальные
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условия для применимости различных численных методов. Аналити-
ческое доказательство сходимости, основанное на идеях [11], довольно
объемно и будет опубликовано в другом месте.

2 Уравнение Бюргерса

Уравнение Бюргерса имеет вид

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= µ

∂2u

∂x2
.

Под функцией u = u(x, t) понимается скорость течения жидкости, а
под числом µ понимается так называемая кинематическая вязкость.
Переменная x играет роль координаты, а переменная t — роль време-
ни. Первое и второе слагаемые в левой части этого уравнения явля-
ются соответственно нестационарным и конвективным членами, а в
правой части стоит вязкий член. Если влиянием вязкости можно пре-
небречь, то есть µ = 0, то в уравнении остаются лишь нестационарный
и нелинейный конвективный члены и уравнение примет вид

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0.

В этом случае мы получаем нелинейное уравнение переноса — про-
стейшее уравнение, описывающее разрывные течения или течения с
ударными волнами [3].

Если же вязкий член не равен нулю, то уравнение классифициру-
ется как параболическое. Причем уравнение можно свести к случаю
µ = 1 (или к любому другому ненулевому значению; в дальнейшем,
мы будем пользоваться этим обстоятельством, чтобы в полной мере
применить методы численного решения данного уравнения). Делает-
ся это следующим образом: при µ < 0 нужно сначала сделать замену
u→ −u, x→ −x, и для любого знака числа µ:

u→
√
|µ| · u, x→

√
|µ| · x.

Кроме универсальности, причиной популярности уравнения Бюргерса
служит подстановка Хопфа (преобразование Хопфа-Коула) [5], поз-
воляющая получить его точное решение. А именно, если при µ = 1
сделать замену функции

u =
∂ lnw
∂x

= w′x/w,
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то уравнение линеаризуется и будет являться уравнением теплопро-
водности. При этом решения уравнения Бюргерса сводятся к положи-
тельным решениям соответствующего уравнения теплопроводности

u(x, t) =
∂

∂x
ln

 1√
4πt

+∞∫
−∞

exp

−(x− ξ)2

4t
− 1

2

ξ∫
0

u(ς, 0)dς

dξ
 .

Однако, несмотря на формулу для функции u(x, t) в явном виде, ее
применение остается ограниченным из-за сложности вычисления дан-
ных интегралов в случае произвольных начальных условий задачи
Коши. Необходимо применение численных методов.

Один из вариантов уравнения Бюргерса, — это запись его в виде

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x
(1)

(этого можно добиться с помощью замен переменных, подобных ука-
занным выше). Уравнение, представленное в таком виде, удобно при
описании плоских волн небольшой амплитуды.

Заметим, что коэффициент µ при нелинейном слагаемом связан с
вязкостью среды, в которой распространяются колебания.

Из физических соображений ясно, что вязкость приводит к зату-
ханию начальных колебаний, за исключением узкого класса стацио-
нарных решений, которые являются автомодельными для некоторой
подалгебры алгебры высших симметрий уравнения Бюргерса.

3 Симметрии начально-краевых задач

Как представить себе устройство множества симметрий начально-
краевой задачи уравнения с частными производными? Начнем с того,
что опишем в самых общих чертах симметрии обыкновенного диффе-
ренциального уравнения.

3.1 Мотивация: обыкновенные уравнения

Если
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

— обыкновенное уравнение имеет общее решение вида

y = f(x, c1, . . . , cn)
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то симметрия, понимаемая как поток

yτ = ϕ(y)

на решениях, будет приводить к эволюции произвольных постоянных

(ci)τ = Xi(c1, . . . , cn).

Наоборот, эволюция констант приводит к эволюции решений:

yτ =
n∑
i=1

∂f

∂ci
· ∂ci
∂τ

(2)

Таким образом, все симметрии обыкновенного уравнения суть про-
извольные векторные поля на пространстве Rn. Это соответствие
нетрудно сделать явным.

Пусть

X =
n∑
i=1

Xi(c1, . . . , cn)
∂

∂ci
,

(т.е. ∂ci

∂τ = Xi(c1, . . . , cn)) — векторное поле.
В силу системы

y = f(x, c1, . . . , cn)
y′ = f ′(x, c1, . . . , cn)
. . . . . . . . .

y(n−1) = f (n−1)(x, c1, . . . , cn)

(3)

можно найти
ci = ci(x, y, y′, . . . , y(n−1)),

— дифференциальные константы на решениях уравнения. Их подста-
новка в (2) и дает общий вид симметрии ОДУ, [8].

Пример 1 Уравнение

y′′ +
9
8
(y′)4 = 0.

Общее решение
y = (x+ c2)

2
3 − c1 = 0.

Константы

c1 =
(

2
3y′

)2

− y, c2 =
(

2
3y′

)2

− x.
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Базисные симметрии

fc1 = −1, fc2 = y′.

Общий вид симметрии

ϕ = X1(c1, c2)fc1 +X2(c1, c2)fc2 =

−X1(( 2
3y′ )

2 − y, ( 2
3y′ )

2 − x) +X1(( 2
3y′ )

2 − y, ( 2
3y′ )

2 − x)y′,

где Xi — произвольные функции двух переменных.

Вернемся к уравнениям с частными производными Пусть ∆ =
∆(u) — система k дифференциальных операторов на m-вектор u, за-
висящий от n независимых переменных xi, заданных на некоторой
области D. Пусть Γ (u) — другая система операторов, определенных
в некоторой окрестности границы ∂D области D. Тогда граничная
задача формулируется следующим образом

∆(u) |D = 0 (4)

Γ (u) |∂D = 0 (5)

Симметрия ϕ(u) уравнения ∆(u) = 0, где ϕ — еще одна система m
дифференциальных операторов, задающих некоторый (инфинитези-
мальный) поток на решениях системы∆(u) = 0 по формуле uτ = ϕ(u).
Таким образом[

d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

∆(u)
]∣∣∣∣
∆(u)=0

= L∆(ϕ)|∆(u)=0 = 0 (6)

и уравнение ∆(u) = 0 сохраняется этим потоком.
Однако этот поток как правило не сохраняет граничные условия

Γ (u) |∂D = 0. Для того, чтобы они сохранялись, поток должен удо-
влетворять условию [

LΓ (ϕ)|Γ (u)=0

]∣∣
∂D

= 0. (7)

Для уравнения Бюргерса граничные условия, инвариантные отно-
сительно высших симметрий должны иметь вид

Ln(c1(ux + u2) + c2u+ c3) = 0,

где ci — константы, L = ∂x + u (Хабибулин et al, [9]).
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3.2 Другие симметрии

В случае, когда имеет место теорема существования и единственности
решений граничной задачи (4), каждый поток на граничных услови-
ях естественным образом порождает поток на решениях уравнения.
Таких потоков слишком много, и следует каким-то образом ограничи-
вать класс решений,для того, чтобы эффективно описывать симмет-
рии на этом классе.

Пример 2 Закрепленная струна

utt − uxx = 0
u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = u(π, t) = 0

Общее решение (на L2)

u(x, t) =
∞∑
1

sinnx(an cosnt+ bn sinnt).

Здесь an, bn — константы, но не дифференциальные и не локаль-
ные:

an =
2
π

∫ π

0
u(x, 0) cosnx dx, bn =

2
πn

∫ π

0
u(x, 0) sinnx dx.

Общий вид симметрии

ϕ =
∞∑
n=1

sinnx [An(a1, b1, . . . , ak, bk, . . . ) cosnt

+Bn(a1, b1, . . . , ak, bk, . . . ) sinnt] ,

где Ai, Bi — произвольные функции, чья асимптотика при i → ∞
обеспечивает сходимость ряда.

4 Решения и симметрии уравнения Бюргерса

Ниже мы принимаем, что уравнение имеет вид (1).
Решениями типа "бегущая волна" называются решения вида

u(x, t) = f(ax+ bt+ c), где a, b, c ∈ R — константы.
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Их список:

u(x, t) = c, (8)

u(x, t) =
b

2a
+ a tanh(ax+ bt+ c), (9)

u(x, t) =
b

2a
+ a coth(ax+ bt+ c), (10)

u(x, t) =
b

2a
− a tan(ax+ bt+ c), (11)

u(x, t) =
b

2a
+

a

ax+ bt+ c
. (12)

Только два первых решения из списка (8)–(12) ограничены на всей
действительной оси, и если начальная задача для уравнения (1) ста-
вится на всей оси x ∈ R, то только эти два решения являются физи-
чески осмысленными.

Если же рассматривается начально-краевая задача

u(x, 0) = f(x), u(α, t) = l(t), u(β, t) = r(t) (13)

для интервала x ∈ [α, β], то в качестве начального распределения f(x)
может быть выбрана любая из функций списка (8)–(12), при условии
что сингулярность не попадает на интервал.

Еще один вариант начально-краевой задачи

u(x, 0) = f(x), u(α, t) = l(t), ux(α, t) = r(t) (14)

ставится для полупрямой x ∈ [α,∞).
При b = 0 решения становятся стационарными:

u(x, t) = c, (15)

u(x, t) = a tanh(ax+ c), (16)

u(x, t) = a coth(ax+ c), (17)

u(x, t) = −a tan(ax+ c), (18)

u(x, t) =
a

ax+ c
. (19)

Отметим также, что все неограниченные решения (17)–(19) убыва-
ют, а ограниченные (15), (16) являются неубывающими.
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Симметрии уравнения Бюргерса.
Симметрии малого порядка (до третьего порядка по производным

включительно):

X1 = ux, (20)

X2 = (1 + 2uxt), (21)

X3 = 2uux + uxx, (22)

X4 = uuxx +
1
3
uxxx + u2

x + u2ux, (23)

X5 =
1
2
u+ uxxt +

1
2
xux + 2uuxt, (24)

Каждая симметрия Xi задает поток на пространстве решений
уравнения (1) по правилу

uτ = Xi, u|τ=0 = u0(x, t). (25)

Здесь u0(x, t) — произвольное решение (1). Решения потока (25),
если они существуют, также являются решениями (1) при любом τ .

Если Xi|u0 = 0, то поток тривиален, и u0 называется инвариант-
ным относительно Xi.

Бегущая волна инвариантно относительно линейной комбинации
aX3 − bX1, а стационарные решения — относительно X3.

Потоки X3 и X1 — трансляции по t и x соответственно.
Оператор рекурсии

R = D + u+ uxD
−1, D =

d

dx
.

Если X — симметрия, то R(X) — тоже симметрия. В частности,
R(X1) = X3.

5 Устойчивость инвариантных решений уравнения
Бюргерса

Рассмотрим простейшую начально-краевую задачу для уравнения (1)
вида (13)

u(x, 0) = f(x), u(0, t) = A, u(1, t) = B, A,B ∈ R. (26)
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При t → ∞ вследствие диссипации начальное условие u(x, 0) =
f(x) игнорировать, и краевым данным соответствует единственное
стационарное решение yAB(x)), которое можно получить из обыкно-
венного дифференциального уравнения на y(x)

y′′ + 2yy′ = 0, y(0) = A, y′(1) = B. (27)

Именно к этому решению стремится при t → ∞ решение задачи
(26), каков бы ни был начальный профиль u(x, 0). Фактически пе-
реход u(x, 0) → yAB(x)) происходит очень быстро, как это показано
ниже.

Интегрируя один раз уравнение (27), получим y′+y2 = A2+B. От-
сюда легко получить, что в зависимости от начальных данных урав-
нение (27) имеет следующие решения (никаких других стационарных
решений уравнения Бюргерса нет!)

y(x) = k tan(−kx+m), при A2 +B < 0,
k =

√
−A2 −B, m = arctan(A/k);

y(x) = A
Ax+1 , приA2 +B = 0, B 6= 0;

y(x) = k coth(kx+m), при A2 +B > 0,

k =
√
A2 +B < |A|, m =

1
2

ln
(
k +A

−k +A

)
;

y(x) = k tanh(kx+m), при A2 +B > 0,

k =
√
A2 +B > |A|, m =

1
2

ln
(
k +A

k −A

)
;

y(x) = A, при B = 0.

(28)

Эти решения инвариантны относительно симметрии X3, а так-
же относительно башни симметрий вида Rn(X3). Например, решение
k tanh(kx+m) инвариантно относительно

1
3
R(X3) = X5 −

k2

3
ux = uuxx +

1
3
uxxx + u2

x + u2ux −
k2

3
ux.

Поясним: оператор R содержит неопределенный интеграл D−1, и
−k2

3 — подходящая для данного решения константа интегрирования.
Далее,

1
3
R2(X3) =

1
3
R(X5 −

k2

3
X1) = X7 −

k2

3
X3 + cux;
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новая константа интегрирования выбирается так, чтобы решение
k tanh(kx+m) оставалось инвариантным, etc.

Отметим, что симметрия X5 − k2

3 ux имеет и другие инвариантные
решения. Здесь мы не будем приводить их полного списка, укажем
лишь один 3-параметрический класс, включающий гиперболические
тангенсы и котангенсы из списка (28):

u =
c(decx − e−cx)
l + decx + e−cx

, c, d, l ∈ R. (29)

Ниже представлены графики — результаты численных расчетов по
эволюции начального профиля начально-краевой задачи для уравне-
ния Бюргерса на интервале [0, 1] под действием локальных симметрий
(полное решение по преобразованным данным однозначно восстанав-
ливается).

Как, например, устроена эволюция стационарного решения урав-
нения Бюргерса под действием симметрии X5? Эта симметрия авто-
номна и имеет третий порядок по переменной x. Необходимо задать
в краевых условиях не только значения профиля на концах интер-
вала, но и первую производную по x на одном из концов (выбор ее
произволен, и можно, например, взять такую же производную, как у
стационарного решения — и тогда решение будет инвариантно). Если
эти данные стационарны, то они однозначным образом определяют
решение, к которому асимптотически стремится исходный профиль.
Таким образом, локальные симметрии действуют на решениях зада-
чи с фиксированными граничными условиями, если и для симметрий
задавать согласованные граничные условия.

Таким образом мы приходим к концепция асимптотических сим-
метрий уравнения Бюргерса на классе решений с постоянными гра-
ничными условиями.

Так как любое решение с постоянными начальными условиями
быстро сходится к одному из стационарных решений. Если на него
подействовать симметрией со стационарными граничными условия-
ми, то преобразованное решение будет иметь, вообще говоря, другую
асимптотику, которая определяется по граничным условиям симмет-
рии. Существует много симметрий, которые дают одну и ту же асимп-
тотику преобразованного решения (различаясь по результатам лишь
при t ' 0).
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Итак, действие симметрий в этом классе асимптотически сводится
к действию на граничных условиях, то есть на парах действительных
чисел. Это значит, что асимптотические симметрии являются вектор-
ными полями на R2. Можно предъявить и явное соответствие асимп-
тотических симметрий и векторных полей R2, однако это будет сде-
лано в другом месте из-за ограничений по объему статьи.

6 Задача исследования сходимости

Рассмотрим уравнение Бюргерса в виде

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x

и зададим начальное условие

u(x, 0) = φ(x)

и краевые условия

u(0, t) = a, u(X, t) = b,

где φ(x) — произвольная, непрерывная на отрезке [0;X] функция (X-
любое число, например, 1), a, b — произвольные числа. Заметим, что
мы не требуем согласования начальных и граничных условий. Под
решением будем понимать функцию u(x, t), удовлетворяющую исход-
ному уравнению при x ∈ (0;X), t ∈ (0;+∞) и удовлетворяющую усло-
виям начально-краевой задачи.

При t→ +∞ решение задачи сходится к стационарному решению,
которое в зависимости от граничных чисел a, b определяется форму-
лами [7]

y(x) =



k · tanh(m+ kx) при a2 + b > 0, k =
√
a2 + b > |a|,m = 1

2 ln
(

k+a
k−a

)
,

a при b = a,
a

ax+1 при a2 + b = 0, b 6= 0,
k · tanh(m− kx) при a2 + b < 0, k =

√
−a2 − b,m = arctg

(
a
k

)
,

k · coth(m+ kx) при a2 + b > 0, k =
√
a2 + b < |a|,m = 1

2 ln
(

k+a
−k+a

)
.

В некоторых работах рассматривалась похожая задача на бесконеч-
ном (x ∈ (0;+∞)) промежутке [2]. Анализ свойств решений на интер-
вале (x ∈ (0;X)) представляет собой значительные трудности (о чем
пойдет речь в дальнейшем) и фактически не отражен в литературе.
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Наша цель исследовать сходимость решения уравнения Бюргерса
на отрезке при t → +∞ и оценить скорость этой сходимости в зави-
симости от различных начальных и граничных условий.

Поставленная задача исследовалась двумя методами. Первый ме-
тод заключался в применении пакета PDEtools математической про-
граммы Maple, 12-й версии. В силу ряда причин, которые указаны
ниже, не представляется возможным полное и всестороннее исследо-
вание с помощью этой программы (и других подобных программ).

Второй метод заключался в применении написанной нами про-
граммы на языке Visual Basic для численного решения изучаемого
уравнения. Выбор языка программирования не играет никакой роли,
важен лишь алгоритм решения уравнения.

7 Применение пакета PDEtools программы Maple для
уравнения Бюргерса

Сначала исследуем сходимость решения уравнения Бюргерса при ну-
левых граничных условиях и произвольной начальной функции. Та-
ким образом, рассматриваем уравнение

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x

со следующими начально-граничными условиями

u(0, t) = 0, u(X, t) = 0, u(x, 0) = φ(x),

где X — некоторое число, большее нуля. Не ограничивая общности
будем считать X = 1.

Применение пакета PDEtools программы Maple для этой задачи
показало следующее. При небольшой по модулю начальной функции
φ(x)

|φ(x)| / 50

происходит быстрое и равномерное стремление решения к нулевой
функции (вопрос "быстроты стремления" будет рассмотрен ниже).
Продемонстрируем описанное поведение на примере начальной функ-
ции φ(x) = 50.

На рис. 1 видим, что решение сразу (на графике t = 0.01) начинает
стремиться вниз к нулевой функции. Далее, при t = 0.05 границы уже
достигают нулевых значений.
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Рис. 1 Стремление решения к нулевой функции на примере начальной
функции φ(x) = 50.

Рис. 2 График при t = 0.1, φ(x) = 50.

При t = 0.1 весь график находится в довольно узкой полосе около
нулевой функции, а далее быстро становится неотличимым от оси Ox
(Рис. 2).

Такое поведение решения не зависит от согласованности началь-
ных и граничных условий. В случае, когда имеется согласование,
решение ведёт себя таким же образом, причем ускорения сходимо-
сти не наблюдается. Покажем это на примере начальной функции
φ(x) = 50 sin(πx), Рис. 3.
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Рис. 3 Начальная функция φ(x) = 50 sin(πx).

Рис. 4 Графики при t = 0.01 и t = 0.14 (начальная функция φ(x) =
50 sin(πx)).

При t = 0.01 заметно быстрое стремление графика к нулевой функ-
ции. А при t = 0.14 сходимость проявляется очень отчётливо, Рис. 5.

После того как установлена независимость сходимости решения от
согласованности начальных и граничных условий, следовало бы про-
анализировать эту зависимость от производной исходной функции,
так как в задачах часто возникают ситуации, когда решающий вклад
в зависимость от начальных условий дает не модуль самой функции,
а модуль ее производной (или старших производных).
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Применить пакет PDEtools программы Maple в этом случае не
представляется возможным, так как заложенные в нее общие мето-
ды решения уравнений в частных производных не учитывают особен-
ностей рассматриваемого нами конкретного нелинейного уравнения.
Поэтому на "плохих" примерах сразу проявляются недостатки обще-
го универсального метода к исследованию конкретного уравнения.

Те же самые проблемы возникают в случае, если условие

|φ(x)| / 50

не выполнено. Пакет PDEtools в этой ситуации оказывается бесполез-
ным.

8 Вычислительные трудности при использовании
пакета PDEtools

Отметим два существенных недостатка пакета PDEtools программы
Maple, что существенно ограничивает ее применимость к исследова-
нию нашего уравнения.

Первый недостаток заключается в том, что берется большой шаг по
переменной x. Это не позволяет исследовать быстро осциллирующие
функции или функции с большим модулем производной, так как из-за
большого шага фактически теряется информация о характере такой
функции. Взять же более мелкий шаг, чтобы отразить все нюансы
исходной функции нельзя из-за колоссального возрастания времени
вычислений. Это является "платой" за универсальность алгоритма,
который отлично работает на всех уравнениях и на всех "хороших"
функциях.

Вторым недостатком являются сами применяемые алгоритмы. Па-
кет PDEtools программы Maple рассчитан на решение любых уравне-
ний в частных производных с помощью нескольких универсальных
методов. В процессе применения этих методов в силу нелинейности
уравнения получаются очень большие по модулю числа (если началь-
ные условия были большими) и происходит останов в алгоритме из-за
невозможности дальнейшего счета.

Продемонстрируем это на следующем характерном примере. Для
рассматриваемого нами уравнения Бюргерса с нулевыми начальными
условиями возьмём φ(x) = 50− 50 cos(2πx).
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Рис. 5 Графики при t = 1 и t = 10.

Рис. 6 График при t = 100.

Сразу при начале работы алгоритма начинается резкий рост в од-
ной из точек. Уже при t = 1 значение функции превышает 1000. На
рисунке показана данная часть графика, в остальных точках функция
получилась практически нулем и неотличима от оси Ox при данном
масштабе.

При t=100 значение функции уже превышает 120000 и рост про-
должается до тех пор, пока не происходит сбой программы.

Применение универсальных методов к подобным задачам надо
проводить с чрезвычайной осторожностью во избежание получения
неверных выводов!
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9 Разностная схема для уравнения Бюргерса

Чтобы устранить указанные в предыдущем пункте ограничения и
иметь возможность исследовать уравнение при любых начальных
условиях составим и реализуем на языке программирования Visual
Basic решение уравнения с помощью следующей разностной схемы
(алгоритмы составления разностных схем описаны в [4]).

Требуется найти функцию u(x, t), являющуюся решением уравне-
ния

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x

в области QT = [0, X]× [0, T ] с начальными и краевыми условиями:

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = µ1(t), u(X, t) = µ2(t).

Будем считать, что функции таковы, что существует достаточно глад-
кое решение поставленной задачи. Причем на данном (первом) этапе
работы под функциями µ1(t) и µ2(t) будем понимать числа a и b со-
ответственно.

Для построения разностной схемы разобьём исходную область QT
прямоугольной сеткой с шагами h = X/M , τ = T/N соответственно
по координатам x и t. Числа M и N подбираются в зависимости от
требуемой точности вычислений и величин X и T .

Будем искать функцию uh, определённую в узлах (m;n) сетки

Qh,τ = {(mh;nτ) : 0 ≤ m ≤M, 0 ≤ n ≤ N} ,

которая является приближением функции u в Qh,τ . Обозначим
uh(mh, nτ) = unm.

Заменим функцию и производные в уравнении Бюргерса разност-
ными отношениями

u|(mh,nτ) = u(mh, nτ),

∂u

∂t
|(mh,nτ) =

u(mh, (n+ 1)τ)− u(mh, nτ)
τ

,

∂u

∂x
|(mh,nτ) =

u((m+ 1)h, nτ)− u(mh, nτ)
h

,

∂2u

∂x2
|(mh,nτ) =

u((m− 1)h, nτ)− 2u(mh, nτ) + u((m+ 1)h, nτ)
h2

.
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Подставляя эти соотношения вместо соответствующих функций и
производных в уравнение

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x
,

получим

un+1
m − unm

τ
=
unm−1 − 2unm + unm+1

h2
+ 2unm

unm+1 − unm
h

;

m = 1, . . . ,M − 1, n = 0, . . . , N − 1.

Кроме уравнения необходимо аппроксимировать начальные и гранич-
ные условия. Положим

u0
m = u0(mh), un0 = µ1(nτ), unM = µ2(nτ).

Из приведённой разностной схемы выразим значения слоя un+1
m через

предыдущие слои по формуле

un+1
m = unm + τ

unm−1 − 2unm + unm+1

h2
+ 2τunm

unm+1 − unm
h

.

Теперь, применяя начальные (значения u0
m для всех m) и граничные

условия последовательно находим для всех m значения u1
m, u2

m и т.д.
Преимуществом данной разностной схемы является возможность

варьирования шагов по пространственной переменной и по оси вре-
мени. Благодаря этому с помощью подбора указанных шагов удалось
устранить все трудности, которые возникали при применении пакета
PDEtools программы Maple.

10 Исследование уравнения Бюргерса с помощью
построенной разностной схемы

Ранее с помощью пакета PDEtools программы Maple мы получили
выводы о поведении решений уравнения Бюргерса при небольших по
модулю начальных условиях. Теперь покажем, что эти выводы верны
при любых начальных условиях.

Для начала продемонстрируем как в действительности ведет себя
решение при начальной функции φ(x) = 50− 50 cos(2πx). Напомним,
ранее нами было показано, что с помощью пакета PDEtools исследо-
вать этот начальное условие не представляется возможным.
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Рис. 7 Начальная функция φ(x) = 50− 50 cos(2πx) и решение при t = 0.01.

Рис. 8 Начальное условие φ(x) = 10000, t = 0.00025.

Решение сразу начинает стремится к нулевой функции. Например,
при t = 0.01 решение уже довольно определённо стремится к нулево-
му, никакого "бесконечного" роста как в случае с Maple не наблюда-
ется. Далее решение равномерно приближается к нулевому.

Чтобы продемонстрировать действенность метода при любом,
сколь угодно большом начальном условии, возьмем φ(x) = 10000. Уже
при t = 0.00025 отлично видна стабилизация и равномерное стремле-
ние к нулю решения уравнения. Дальнейшее построение решения это
подтверждает.
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Рис. 9 Начальная функция φ(x) = 6 + 4 sin(20πx) и решение при t = 0.0004.

Аналогичное поведение решений демонстрируется и при любой
другой начальной функции.

Теперь проанализируем зависимость решения от производной ис-
ходной функции. Исследование показало, что скорость сходимости в
этом случае увеличивается, но все равно происходит быстрое стремле-
ние решения к нулю. Сначала осуществляется "выравнивание" функ-
ции посредством уменьшения модуля производной, а затем функция
также, как описано выше, равномерно стремится к нулевой. Этот
вывод хорошо демонстрируется следующим примером периодической
функции с очень малым периодом и с большими значениями произ-
водной. Рассмотрим φ(x) = 6 + 4 sin(20πx).

Сразу начинается быстрое "выравнивание" функции, что хорошо
иллюстрируется, например, при t = 0.0004 (Рис. 9). При t = 0.0009
функция уже практически выровнялась (Рис. 10).

Далее функция становится совсем гладкой и равномерно стремится
к нулю.

Таким образом, показано, что при любых начальных условиях и
при нулевых граничных условиях, решение равномерно стремится к
нулю.

11 Оценивание скорости сходимости

Оценивание скорости сходимости решений связано с большими труд-
ностями в силу невозможности аналитического решения данной зада-
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Рис. 10 Решение при t = 0.0009.

чи. Численное же решение сопряжено с вычислительными погрешно-
стями из-за округлений. К тому же, сама схема нахождения решения
имеет некую точность. Тем не менее удалось сделать следующие вы-
воды о скорости сходимости решений.

Сходимость решения к стационарному является равномерной, экс-
поненциальной и имеет скорость сходимости порядка ln |M | ·Kt, где
M — максимум модуля исходной функции φ(x) на отрезке [0; 1], K —
малое число, оцениваемое нами как 0,0001.

Продемонстрируем это с помощью таблицы на примере начальной
функции φ(x) = 10 sin(πx).

Момент времени t Показатель степени 10
абсолютного отклонения решения

от стационарного решения
1 -4
2 -8
3 -13
4 -17
5 -21
6 -26
7 -30
8 -34
9 -38
10 -43

К полученной оценке необходимо сделать следующие замечания.
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– Данная оценка справедлива при задаче, рассматриваемой на от-
резке [0;1]. На других промежутках она меняется, но ее можно по-
лучить сделав соответствующую замену переменной t в исходном
уравнении.

– Полученная оценка справедлива при любых стационарных гранич-
ных условиях.

– Оценка является примерной из-за погрешности методов вычисле-
ний и округления чисел на компьютере.

12 Поведение решений уравнения Бюргерса при
ненулевых граничных условиях

В случае ненулевых граничных условий и произвольной начальной
функции решение равномерно сходится к соответствующему стацио-
нарному решению уравнения Бюргерса. Исследование показало, что
все выводы, сделанные о сходимости к нулевому решению, остаются
верными и в этом случае.

Поэтому продемонстрируем сказанное лишь одним примером. Рас-
смотрим уравнение

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2u

∂u

∂x

со следующими начально-граничными условиями

u(0, t) = 2, u(1, t) = 8, u(x, 0) = 5 + 5 sin(2πx).

Соответствующее стационарное решение в этом случае задается
функцией a · tanh(ax + b), где a=8,000001080, b=0,2554127759 (коэф-
фициенты вычислены при помощи программы Maple).

Графики начального условия и стационарного решения в этом слу-
чае выглядят так рис. 11.

При t = 0.15 решение уже "похоже" на стационарное решение, а
при t = 0.5 практически сливается с ним (Рис. 12).

Как уже отмечено выше такая же сходимость к стационарному
решению наблюдается и при всех других рассматриваемых нами
начально-краевых условиях.
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Рис. 11 Графики начального условия u(x, 0) = 5+5 sin(2πx) и стационарного
решения.

Рис. 12 Графики при t = 0.15 и t = 0.5.
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Аналоги теорем Брауэра и Шаудера о непо-
движной точке в тропической математике

Г. Б. Шпиз Г. Л. Литвинов

Аннотация В рамках тропической математики доказаны аналоги
известных теорем Брауэра и Шаудера о неподвижной точке непре-
рывного отображения компактного выпуклого множества в себя.
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1 Введение

Теорема Брауэра утверждает, что в конечномерном линейном про-
странстве любое непрерывное отображение выпуклого компактного
множества в себя имеет неподвижную точку. Теорема Шаудера явля-
ется бесконечномерным обобщением теоремы Брауэра, см. [1]. В ста-
тье в рамках тропической математики доказан аналог теоремы Брау-
эра, откуда выводится аналог теоремы Шаудера.

В основе тропической математики лежит замена обычных ариф-
метических операций новым набором базовых операций: новое умно-
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жение � совпадает с обычным сложением, т.е. x � y = x + y; новое
сложение⊕ совпадает с максимумом двух чисел, т.е. x⊕y = max{x, y}.
Множество всех действительных чисел, наделенное операциями ⊕ и
�, обозначим через R⊕. От хорошо известной тропической алгебы
макс-плюс Rmax (которая является полуполем с идемпотентным сло-
жением, т.е. x⊕x = x для всех x) алгебра R⊕ отличается отсутствием
нулевого элемента, который в Rmax совпадает с −∞.

Тропическая математика может быть получена путем декванто-
вания традиционной математики над числовыми полями, при этом
постоянная Планка ~ стремится к нулю, принимая мнимые значения.
Такая точка зрения была представлена Г.Л. Литвиновым и В.П. Мас-
ловым в [2], [3], см. также подробности в [4]. Иначе говоря, тропи-
ческая математика является асимптотической версией традиционной
математики над полями действительных и комплексных чисел. Ока-
зывается, что существует эвристическое соответствие между рядом
важных, интересных и полезных конструкций и результатов в тради-
ционной теории и в тропической математике (в духе принципа соот-
ветствия Н. Бора в квантовой теории), см. [2], [4]. Доказанные ниже
теоремы иллюстрируют указанное соответствие.

Приложения будут описаны в отдельной статье. В частности, мы
докажем, что однородные (но, вообще говоря, нелинейные) операции
в топологических тропических линейных пространствах имеют соб-
ственные векторы. Это тесно связано с асимптотическим поведением
бесконечных экстремалей в задачах динамической оптимизации с бес-
конечным горизонтом, см. [5]–[7]. Например, можно обобщать резуль-
таты работ [5], [6] на случай разрывных ядер операторов Беллмана и
функций полезности.

Отметим, что топологии в тропическом анализе не совпадают со
стандартными топологиями традиционного функционального анали-
за; не совпадают и семейства компактных подмножеств в функцио-
нальных пространствах.

2 Основные определения и обозначения

В настоящей работе используются терминология и идеи из работ [8]–
[10]. Напомним, что идемпотентной полугруппой (ИП) называется
аддитивная полугруппа с коммутативным сложением ⊕ , в которой
для любого элемента x выполнено соотношение x ⊕ x = x. Любая
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ИП будет рассматриваться как упорядоченное множество относитель-
но стандартного (частичного) порядка: x � y тогда и только тогда,
когда x ⊕ y = y. Легко видеть, что это определение корректно и
x ⊕ y = sup{x, y}. Для произвольного подмножества X идемпотент-
ной полугруппы положим ⊕X = sup(X) и ∧X = inf(X), при усло-
вии что соответствующие правые части существуют. Идемпотент-
ным полукольцом (ИПК) называется ИП, снабженная таким ассоци-
ативным умножением � с единицей 1, что выполнены оба соотноше-
ния дистрибутивности. Полумодулем над идемпотентным полуколь-
цом K называется идемпотентная полугруппа V в которой определе-
но такое умножение � на элементы из K , что для любых a, b ∈ K,
x, y ∈ V выполнены обычные соотношения a � (b � x) = (a � b) � x,
(a⊕ b)�x = a�x⊕ b�x, a� (v⊕w) = a�x⊕a� y, 0�x = x�0 = 0.

Пусть V — (частично) упорядоченное множество, a, b ∈ V . Будут
использоваться следующие обозначения для интервалов и полуинтер-
валов.

(a, b) = {x ∈ V |a ≺ x ≺ b},
[a, b] = {x ∈ V |a � x � b},
(., a] = {x ∈ V |x � a},
[a, .) = {x ∈ V |a � x}.

Множество всех вещественных чисел является коммутативным
ИПК относительно операций ⊕ = max, � = +. Это полукольцо бу-
дем обозначать через R⊕ и рассматривать как топологическое про-
странство относительно стандартной топологии. Заметим, что полу-
кольцо R⊕ не имеет нуля. Полумодули над полукольцом R⊕ будем
называть (идемпотентными) R⊕-пространствами. Гомоморфизмы
R⊕-пространств со значениями в R⊕, рассматриваемом как полу-
модуль над самим собой, будем называть линейными функционала-
ми. Для произвольного множества T через B(T ) будем обозначать
R⊕-пространство всех ограниченных отображений из T в R⊕, снаб-
женное поточечными операциями. Подмножество X идемпотентного
R⊕-пространства V , будем называть o-выпуклым, если оно выпукло
как подмножество упорядоченного множества V , то есть вместе с лю-
быми точками a, b ∈ X содержит и весь интервал [a, b] (см. [11] ). Топо-
логию на R⊕-пространстве V , будем называть локально o-выпуклой,
если у каждой точки x ∈ V существует базис из o-выпуклых окрест-
ностей.
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Топологическим R⊕-пространством будем называть R⊕-
пространство V , снабженное такой локально o-выпуклой топологией,
что для любого элемента a ∈ V отображение R⊕ в V , переводящее
число r ∈ R⊕ в r � a, непрерывно, и полуинтервалы (., a] и [a, .)
являются замкнутыми. Топологическое R⊕-пространство будем на-
зывать регулярным, если на нем существует достаточно непрерывных
линейных функционалов чтобы разделить любые два элемента.

Множество всех непрерывных линейных функционалов на про-
странстве V является R⊕-пространством относительно поточечных
операций и будет обозначаться через V ∗. Будем называть ⊕-слабой
топологией на V топологию, базис которой образован множествами
вида {x ∈ V |a < w(x) < b)}, где a, b ∈ R⊕, w ∈ V ∗.

Отображение f : V →W топологических R⊕-пространств называ-
ется ⊕-слабо непрерывным, если для любого непрерывного линейного
функционала w на W непрерывна суперпозиция wf .

Для элементов x, y из R⊕-пространства V будем писать, что x� y,
если существует r > 1, такое что x � r � y, и определим для r ∈ R⊕
подмножество Dx(r) ⊂ V формулой

Dx(r) = {y ∈ V |r�x� y � r−1�x} = {y ∈ V |r�x� y & r�y � x}.

Топологию, базис которой образован множествами вида Dx(r) при
r > 1, будем называть равномерной. Равномерная топология метри-
зуема. Метрику можно задать, например, формулой

d(x, y) = arctan(inf{r ∈ R⊕|r � x � y � r−1 � x}).

Равномерная топология в пространстве B(X) ограниченных
вещественных функций на множестве X определяется метрикой

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|.

3 Топологические R⊕-пространства

Предложение 1 Пусть f : V → W — такое изотонное (то есть
сохраняющее порядок) отображение R⊕-пространств, что f(r�x) �
r � f(x) при любом r � 1 и a — произвольная точка пространства
V .



Аналоги теорем Брауэра и Шаудера 85

1) Множества вида Da(l) при l > 1 образуют базис окрестностей
точки a в равномерной топологии.

2) Отображение f непрерывно в равномерной топологии.

Доказательство 1) Нужно проверить, что для любого
y ∈ Dx(l) существует такое r > 1, что Dy(r) ⊂ Dx(l). Так как
l � x � y и l � y � x, то существует p > 1, такое что l � x � p � y

и l � y � p � x. Но тогда для любого 1 < r < p при z ∈ Dr(y)
имеем z � r−1 � y, откуда l � z � l � r−1 � y � p−1 � l � y � x. С
другой стороны, l � x � p� y � r � y � z. Таким образом z ∈ Dx(l).
Поскольку z ∈ Dy(r) произвольно, то Dy(r) ⊂ Dx(l).

2) В силу 1) достаточно проверить, что прообраз множества ви-
да Df(x)(l) содержит некоторую окрестность точки x. Но в условиях
предложения прообраз множества Df(x)(l) содержит Dx(l). В самом
деле, пусть y ∈ Dx(l). Тогда l � x � r � y и l � y � r � x, при неко-
тором r ∈ (1, l). Поэтому l � r−1 � f(x) � f(l � r−1 � x) � f(y) и
l� r−1 � f(y) � f(l� r−1 � y) � f(x). Следовательно, l� f(x) � f(y)
и l � f(y) � f(x) , то есть f(y) ∈ Df(x)(l). �

Следствие 1 Пусть V является R⊕-пространством. Умножение
на число и сложение непрерывны в равномерной топологии.

Предложение 2 Для любого топологического R⊕-пространства V
справедливы следующие утверждения:

1) Топология пространства V мажорируется его равномерной то-
пологией (то есть всякое открытое подмножество в V открыто в
равномерной топологии).

2) Пространство V является топологическим
R⊕-пространством относительно равномерной топологии.

Доказательство 1) Пусть x ∈ V и U — окрестность точки x. Нужно
проверить, что U содержит некоторую окрестность точки x в равно-
мерной топологии. В силу локальной o-выпуклости можно считать,
что U является o-выпуклым множеством. Так как отображение R⊕ в
V , переводящее число r ∈ R⊕ в r � x, непрерывно, то при некотором
r > 1 точки r � x и r−1 � x лежат в U . Но тогда Dx(r) ⊂ U , что и
требовалось.
2) Локальная выпуклость равномерной топологии и непрерывность
отображения, переводящего число r ∈ R⊕ в r�x, очевидны. Замкну-
тость полуинтервалов вида (., a] и [a, .) следует из 1).
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�

Следующее предложение проверяется непосредственно.

Предложение 3 Если T конечное множество, то равномерная то-
пология на B(T ) совпадает с топологией поточечной сходимости,
то есть с обычной топологией евклидова пространства.

В дальнейшем всегда будем снабжать B(T ) для конечного множе-
ства T равномерной топологией.

Предложение 4 Если топологическое R⊕-пространство V регу-
лярно, то оно является топологическим R⊕-пространством отно-
сительно слабой топологии.

Доказательство Локальная o-выпуклость слабой топологии и непре-
рывность отображения, переводящего число r ∈ R⊕ в r � x, очевид-
ны. Проверим замкнутость множеств вида (., a] и [a, .). Пусть точка
x лежит в замыкании множества (., a] относительно слабой тополо-
гии. Тогда для любого функционала w ∈ V ∗ выполнено соотношение
w(x) � w(a), откуда w(a ⊕ x) = w(a). Учитывая регулярность про-
странства V , получаем a ⊕ x = a, то есть x � a, то есть x лежит
в множестве (., a]. Таким образом это множество замкнуто в слабой
топологии. Замкнутость множества [a, .) доказывается аналогично.

�

4 Выпуклые подмножества в топологических
R⊕-пространствах

Выпуклые подмножества. Пусть V — полумодуль над полуколь-
цом K и X — подмножество в V . Элемент вида

⊕
x∈X

(p(x) � x), где

функция p : X → K, такова что ⊕p(X) = 1, называется ⊕-выпуклой
комбинацией элементов из X. Подмножество X ⊂ V называется
⊕-выпуклым, если оно содержит любую ⊕-выпуклую комбинацию
любого своего конечного подмножества (см. [12]–[15]). Подмножество
X ⊂ V назовем a-выпуклым, если для любой функции p : X → K,
такой что �p(X) = 1 выпуклая комбинация

⊕
x∈X

(p(x) � x) опреде-

лена и принадлежит X. Из этих определений следует, что любое ⊕-
выпуклое множество является подполугруппой относительно идемпо-
тентного сложения ⊕, а любое a-выпуклое множество ограничено по
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отношению к стандартному порядку (см. выше, раздел 2). Разумеется,
любое a-выпуклое множество ⊕-выпукло.

Предложение 5 Пусть V — топологическое R⊕-пространство и X
— его компактная подполугруппа. Тогда ⊕X существует и лежит
в X.

Доказательство Для a ∈ X положим X(a) = {x ∈ X|x � a} = {x ∈
V |x � a}∩X. Семейство множеств X(a) является центрированной си-
стемой замкнутых подмножеств множестваX, так как⊕A ∈

⋂
a∈ A

X(a)

для любого конечного подмножества A ⊂ X. В силу компактности
X существует точка m, лежащая в пересечении всех множеств вида
X(a). По построению m ∈ X и m � X, то есть m = ⊕X. Таким
образом ⊕X существует и лежит в X, что и требовалось.

�

Следствие 2 В условиях предложения 5 для любого подмножества
Y ⊂ X сумма ⊕Y существует и лежит в пересечении всех за-
мкнутых подполугрупп, содержащих подмножество Y . Более того,
w(⊕Y ) = ⊕w(Y ) для любого функционала w ∈ V ∗.

Доказательство Пересечение Ŷ всех замкнутых подполугрупп, со-
держащих подмножество Y является замкнутым подмножеством в X
и, следовательно, компактной подполугруппой, то есть удовлетворя-
ет условию предложения 5. Поэтому ⊕(Ŷ ) существует и лежит в Ŷ .
Остается проверить, что ⊕Y = ⊕(Ŷ ). Но это немедленно вытекает из
того, что множество {x ∈ V |x � b} является замкнутой подполугруп-
пой для любого b ∈ V .

�

Как показывает следующее предложение, для компактных подмно-
жеств в вещественных идемпотентных пространствах понятия выпук-
лости и a-выпуклости эквивалентны.

Предложение 6 Компактное выпуклое подмножество X тополо-
гического R⊕-пространства V является a-выпуклым.

Доказательство В силу доказанного выше следствия из предложе-
ния 5 для любого подмножества Y ⊂ X сумма⊕Y существует и лежит
в X. Пусть функция p : X → K, такова что ⊕p(X) = 1. Обозначим
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p̂ выпуклую комбинацию
⊕
x∈X

(p(x) � x). Если p(a) = 1 для некото-

рого a ∈ X, то p̂ =
⊕
x∈X

(p(x) � x ⊕ a). Так как p(x) � x ⊕ a ∈ X при

любых x ∈ X, то в силу доказанного p̂ ∈ X. Если функция p не дости-
гает своего максимума, то для произвольного числа r < 1 положим
pr(x) = r−1 � (p(x) ∧ r). По построению ⊕pr(X) = 1 и pr(a) = 1 для
некоторого ar ∈ X. Таким образом p̂r ∈ X, для r < 1. Так как по
построению p̂ � p̂r � r−1 � p̂, то функция p̂r при r → 1 сходится
к p̂ в равномерной топологии. Следовательно, в силу предложения
2, функция p̂r сходится к p̂ и в топологии пространства V . В силу
компактности X получаем, что p̂ ∈ X.

�

Пусть V — топологическое R⊕-пространство. Для подмножества
X ⊂ V положим env(X) = {y ∈ V |(∃x ∈ X, r ∈ R⊕)r � x � y}.

Очевидно, R⊕ �X ⊂ env(X).

Предложение 7 Пусть V — топологическое R⊕-пространство.
Для любого a-выпуклого подмножества X ⊂ V существует непре-
рывное в равномерной топологии отображение π : env(X) → X та-
кое, что π(x) = x и π(r � x) ∈ R⊕ � x, при x ∈ X, r � 1.

Доказательство Пусть

M = {(x, y) ∈ X × env(X)|((∃r � 1)r � x � y}.

Для (x, y) ∈M положим:

rx(y) = sup r � 1|r � x � y,

m(y) =⊕ rz(y)|(z, y) ∈M,

nx(y) =m(y)−1� rx(y),

p(y) =
⊕

(z,y)∈M

rz(y)� z,

π(y) =
⊕

(z,y)∈M

nz(y)� z = m(y)−1 � p(y).

По построению m(y) � 1 и
⊕
x∈X

nx(y) = 1, при y ∈ env(X).

Поэтому π(y) ∈ X, как выпуклая комбинация элементов из X.
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Из соотношения m(y) � nx(y) � x = rx(y) � x � y вытекает,
что m(y) � π(y) � y. Поскольку для x ∈ X, по построению,
m(x) = rx(x) = nx(x) = 1, то x = nx(x) � x � π(x) � x. Таким
образом π(x) = x, при x ∈ X и, следовательно, π является проекто-
ром env(X) на X. Если y = r � z при r � 1 и z ∈ X, то rz(y)� y = y.
Так как rz(y)� z � y при (z, y) ∈M , то

p(y) =
⊕

(z,y)∈M

rz(y)� x = y

и
π(y) = m(y)−1 � p(y) = m(y)−1 � y ∈ R⊕ � y.

Осталось доказать, что π непрерывно. Поскольку π = m(y)−1�p(y) и
умножение на коэффициенты является непрерывным отображением
R⊕ × V → V в равномерной топологии, достаточно проверить, что
непрерывны в равномерной топологии отображения m и p. Но это
немедленно получается из предложения 1.

�

Отметим, что аналогичные конструкции использовались в работах
[12], [14].

Предложение 8 Пусть T — конечное множество и X ⊂ B(T ) —
компактное ⊕-выпуклое подмножество и Y — обычная выпуклая
оболочка X в евклидовом пространстве B(T ). Тогда существует та-
кое непрерывное отображение π : Y → X, что π(x) = x.

Доказательство В силу предложения 6 множество X

является a-выпуклым. Поэтому достаточно заметить, что
Y ⊂ env(X) (так как env(X) = B(T ) при непустом X) и при-
менить предыдущее предложение.

�

Следующая теорема является тропическим вариантом теоремы
Брауэра о неподвижной точке.

Теорема 1 Пусть T — конечное множество, X ⊂ B(T ) — компакт-
ное выпуклое подмножество и f : X → X — непрерывное отображе-
ние. Тогда f имеет неподвижную точку.
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Доказательство Пусть Y — обычная выпуклая оболочка X в евкли-
довом пространстве B(T ) и π : Y → X — непрерывное отображение
(ретракция), существующее в силу предложения 7. Тогда Y компакт-
ное выпуклое в обычном смысле подмножество в евклидовом про-
странстве B(T ). По теореме Брауэра отображение fπ имеет в Y непо-
движную точку x. Так как fπ(Y ) ⊂ X, то x ∈ X. Следовательно
π(x) = x, и x будет неподвижной точкой для f , что и требовалось.

�

5 Основной результат

Пусть V — топологическое R⊕-пространство, X — его компактное ⊕-
выпуклое подмножество, а T — непустое конечное подмножество в
V ∗. Отображение

i : V → B(T )

определим формулой i(v) : t 7→ t(v), где t ∈ T .

Предложение 9 Пусть V — топологическое R⊕-пространство, X
— его компактное ⊕-выпуклое подмножество и f : X → X — ⊕-
слабо непрерывное отображение, а T ⊂ V ∗ — конечное непустое под-
множество. Тогда существует такой элемент x ∈ X, что w(x) =
w(f(x)) для всех w ∈ T .

Доказательство Пусть i : V → B(T ) — отображение, определенное
выше, и U = i(X). Поскольку ограничения всех функционалов из T
непрерывны на X, то отображение i непрерывно на X. Поэтому U яв-
ляется компактным ⊕-выпуклым подмножеством в B(T ). По предло-
жению 7 существует такое непрерывное отображение p : U → X, что
i(p(w)) = w для любого w ∈ U . Тогда отображение g : U → U , задан-
ное формулой g(w) = i(f(p(w))), при w ∈ U , является непрерывным
отображением ⊕-выпуклого компактного подмножества U ⊂ B(T )
в себя и по теореме 1 имеет неподвижную точку u ∈ U . Поло-
жим x = p(u). Поскольку i(f(p(u))) = u, то i(x) = i(p(u)) = u =
i(f(p(u))) = i(f(x)), то есть w(x) = w(f(x)) для всех w ∈ T , что и
требовалось.

�

Следующая теорема является идемпотентным аналогом теоремы
Шаудера.
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Теорема 2 Пусть V — регулярное топологическое R⊕-
пространство, X — его компактное выпуклое подмножество и
f : X → X — слабо непрерывное отображение. Тогда f имеет в X
неподвижную точку.

Доказательство Для любого конечного подмножества T ⊂ V ∗ опре-
делим подмножество S(T ) формулой

S(T ) = {x ∈ X|w(x) = w(f(x)), w ∈ T}.

По построению S(T ) замкнуто и в силу предложения 9 непусто.
Поскольку

S(T1) ∩ S(T2) = S(T1 ∪ T2),

семейство всех множеств вида S(T ) является центрированным семей-
ством замкнутых подмножеств компактного множества X и потому
имеет непустое пересечение. Пусть точка x лежит в этом пересече-
нии. По построению w(x) = w(f(x)) при всех w ∈ V ∗. Поскольку V

регулярно, получаем f(x) = x, что и требовалось.

�
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