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Ìåòðè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Íàäåæäà Ãðèãîðüåâíà Êîíîâåíêî

Àííîòàöèÿ Â ýòîé ñòàòüå ìû îïèñûâàåì àëãåáðó ìåòðè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è ðàññìàòðèâàåì ìåòðè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî, äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàí-

òû.

ÓÄÊ 517.956.4

1 Ââåäåíèå.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé. Ýòà çàäà÷à ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòüþ áîëåå îáùåé çàäà÷è î êëàññèôèêàöèè òåíçîðîâ, çàäàííûõ

íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé. Ïîäõîä ê ðå-

øåíèþ ýòèõ çàäà÷, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì â äàííîé ðàáîòå ìîæåò áûòü

ïðèìåíåí è äëÿ êëàññèôèêàöèè òåíçîðîâ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ [3].

Â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 ìû âèáèðàåì âåðõíþþ

ïîëóïëîñêîñòü R2
+, ñíàáæåííóþ ìåòðèêîé

Θ =
dx2 + dy2

y2
.

Ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ñîõðàíÿþ-

ùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé. Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ñïåöèàëü-

íîé ëèíåéíîé ãðóïïå

PSL2(R) = SL2(R)/Z2,
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à ïðåîáðàçîâàíèÿ, âõîäÿùèå â ýòó ãðóïïó, ñóòü äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ âèäà:

z → az + b

cz + d
,

ãäå ìàòðèöà (
a b

c d

)
∈ SL2(R).

Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ èçîìåòðèé ïëîñêîñòè L2 èçîìîðôíà àëãåá-

ðå sl2(R) è ïîðîæäåíà âåêòîðíûìè ïîëÿìè:

A = ∂x, B = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y, H = 2x∂x + 2y∂y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[H,A] = −2A, [H,B] = 2B, [A,B] = H.

Îòìåòèì òàê æå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû Ëè PSL2(R) íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî L2 ÿâÿëåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî 2-ôîðìû

Ω =
dx ∧ dy
y2

.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî äâå ãëàäêèå ôóíêöèè f1 è f2, çàäàííûå â íåêîòîðîé îá-

ëàñòè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè íàéäåòñÿ

òàêîé ýëåìåíò g ∈ PSL2(R), ÷òî

f2 = f1 ◦ g−1,

â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f1 = x2 + y2, f2 = (x2 + y2)−1.

Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü ðåàëèçóåòñÿ ýëåìåíòîì g =

(
0 1

1 0

)
.

Ïðîáëåìó ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Íàéäåì óñëîâèÿ ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà ôîðìàëüíîì

óðîâíå (òî åñòü íà óðîâíå ∞-äæåòîâ ôóíêöèé), à çàòåì

2. Ñâîäåì çàäà÷ó ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ê ïðîáëåìå ðàçðåøèìîñòè

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîíå÷íîãî òèïà.

Äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíèìà ê íåêîòîðîìó êëàññó ôóíêöèé, êîòîðûå ìû íà-

çûâàåì ðåãóëÿðíûìè. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íåðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé, ò.å.

óñëîâèÿ åå ñèíãóëÿðíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

íåêîòîðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3).
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2 Àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

Ïóñòü Jk(L2) - ìíîãîîáðàçèå k-äæåòîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî. Òîãäà êàæäàÿ èçîìåòðèÿ g ∈ PSL2(R) ïðîäîëæàåòñÿ äî äèô-
ôåîìîðôèçìà

g(k) : Jk(L2)→ Jk(L2)

ïðîñòðàíñòâà k-äæåòîâ [4].

Àíàëîãè÷íî, êàæäàÿ èíôèíèòåçèìàëüíàÿ èçîìåòðèÿ X ∈ sl2(R) ïðîäîë-
æàåòñÿ äî âåêòîðíîãî ïîëÿ X(k) íà ìíîãîîáðàçèè k-äæåòîâ.

Òàê íàïðèìåð, âòîðûå ïðîäîëæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé A, B, H âûãëÿäÿò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(2) = ∂x,

B(2) = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y − (2xux + 2yuy)∂ux
+

+ (2yux − 2xuy)∂uy
− (2ux + 4yuxy + 4xuxx)∂uxx

−

− (2uy + 4xuxy − 2yuxx + 2yuyy)∂uxy+

+ (2ux − 4xuyy + 4yuxy)∂uyy ,

H(2) = 2x∂x + 2y∂y − 2ux∂ux
− 2uy∂uy

−

− 4uxx∂uxx
− 4uxy∂uxy

− 4uyy∂uyy
,

(1)

ãäå x, y - êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,

u, ux, uy, . . . - ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû â ðàññëîåíèè k-äæåòîâ.

Ãëàäêóþ ôóíêöèþ I, çàäàííóþ íà ìíîãîîáðàçèè Jk(L2), ìû íàçûâàåì

ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà ≤ k, åñëè

I = I ◦ g(k), (2)

äëÿ âñåõ èçîìåòðèé g ∈ PSL2(R).
Ïîñêîëüêó ãðóïïà PSL2(R) ñâÿçíà, òî (2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèþ I:

A(k)(I) = B(k)(I) = H(k)(I) = 0.

Îïåðàòîð ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

∇ = a
d

dx
+ b

d

dy
,

ãäå a, b ∈ C∞(J∞(L2)) - ãëàäêèå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå äæåòîâ, à d
dx è

d
dy - ïîëíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî x è y, ìû íàçûâàåì èíâàðèàíòíûì
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ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè ∇ êîììóòèðóåò ñ ïðîäîëæåííûì

äåéñòâèåì ãðóïïû èçîìåòðèé, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

[∇, A(∞)] = [∇, B(∞)] = [∇, H(∞)] = 0.

Ïóñòü (x, y, u, u1, . . . , uσ, . . .) - êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå äæå-

òîâ. Íàëè÷èå PSL2(R)-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè è èíâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïî êàæäîìó ìåòðè÷åñêîìó äèôôå-

ðåíöèàëüíîìó èíâàðèàíòó I äâà èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [1].

∇I = y2
(
dI

dx

d

dx
+
dI

dy

d

dy

)
,

γI = y2
(
dI

dy

d

dx
− dI

dx

d

dy

)
.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇I îòâå÷àåò ãðàäèåíòó I îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Θ.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå γI ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó ïîëþ ñ ãàìèëüòîíè-

àíîì I îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû Ω.

Íàëè÷èå òàêèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ

ñêîáêó ìåæäó äâóìÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè.

[I, J ] = γI(J),

ãäå I è J ìåòðè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû.

Îòìåòèì, ÷òî ñêîáêà [I, J ] ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì

èíâàðèàíòîì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1 Àëãåáðà ìåòðè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî

ñêîáêè:

[I, J ] = y2
(
dI

dy

dJ

dx
− dJ

dy

dI

dx

)
,

òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) [I, J ] - äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò, âñÿêèé ðàç, êàê I è J äèôôå-

ðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû.

2) ñêîáêà êîñîñèììåòðè÷íà;

3) ñêîáêà R-áèëèíåéíà;
4) ñêîáêà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;

5) ñêîáêà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè.
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Êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ

u : J0(L2) = L2 × R→ R

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íóëü.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò äâà èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

∇u = y2
(
ux

d

dx
+ uy

d

dy

)
è

γu = y2
(
uy

d

dx
− ux

d

dy

)
.

Ïðèìåíÿÿ èõ ê ôóíêöèè u, ìû âèäèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé

èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

J1 = ∇u(u) = y2
(
u2x + u2y

)
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû

J0 = u, J1 = ∇u(u)

ïîðîæäàþò äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà ≤ 1.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ê èíâàðèàíòó J1 ýòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìû ïî-

ëó÷àåì ìåòðè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû 2-ãî ïîðÿäêà:

J2(1) = γu(J1), J2(2) = ∇u(J1),

J2(1) = 2y4(2uxuyuxy + u2xuxx + u2yuyy) + 2y3(uyu
2
x + u3y),

J2(2) = 2y4(uxuyuxx + u2yuxy + u2xuxy − uxuyuyy)− 2y3ux(u
2
x + u2y).

Äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò J2(1) ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ìåæ-

äó ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u è J1. Èíâàðèàíò J1 â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåí êâàäðà-

òó ãðàäèåíòà ôóíêöèè u, à èíâàðèàíò J2(2) ñîâïàäàåò ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà

ìåæäó u è J1.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè îðáèò îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðóï-

ïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà 2-äæåòîâ ðàâíà 3, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

2-äæåòîâ ðàâíà 8, ïîýòîìó äëÿ ðàçìåíîñòè ðåãóëÿðíûõ îðáèò äîëæíû ñó-

ùåñòâîâàòü 5 íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ïîðÿäêà ≤ 2.

Íàéäåííûå èíâàðèíàòû

J0, J1, J2(1), J2(2)

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû è ÷òîáû íàéòè íåäîñòàþùèé èíâàðèàíò, ìû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì.
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Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ = −y2(∂2x + ∂2y)

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé PSL2(R), ïîýòîìó äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∆̂ = −y2
(
d2

dx2
+

d2

dy2

)
êîììóòèðóåò ñ ïðîäîëæåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû èçîìåòðèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆̂(I) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì âñÿêèé

ðàç, êîãäà I ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü åãî ê äèôôåðåíöèàëüíûì èíâà-

ðèàíòàì è ïîëó÷àòü ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèëüíûå èíâàðèàíòû.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð ∆̂(I) ê J0 ìû íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðè-

àíò âòîðîãî ïîðÿäêà

J2(3) = ∆̂(u) = −y2(uxx + uyy).

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðè-

àíòû

J0, J1, J2(1), J2(2), J2(3)

ïîðîæäàþò âñå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. Íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 1. Àëãåáðà ìåòðè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïîðîæäåíà áàçèñíûìè èíâàðèàíòàìè

J0 = u

è

J2(3) = −y2(uxx + uyy),

à òàêæå âñåìè èõ èíâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè âäîëü ∇u è γu.

2. Äèôôåðåíöèàëüíûå ñèçèãèè â ýòîé àëãåáðå ïîðîæäåíû ñëåäóþùèìè ñî-

îòíîøåíèÿìè:

∇u(J2(1))− γu(J2(2)) = J2(1)J2(3)

è

γu(J2(1)) +∇u(J2(2)) + 2J1∇u(J2(3)) =

= 3J2(2)J2(3) + 2J1J
2
2 (3) + 2J−11

(
J2
2 (2) + J2

2 (1)
)
− 2J2

1 .
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3 Ìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé

Ãëàäêóþ ôóíêöèþ f ∈ C∞(L2), çàäàííóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî, ìû íàçûâàåì ðåãóëÿðíîé, åñëè çíà÷åíèÿ J0(f), J1(f) äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ J0 è J1 íà ýòîé ôóíêöèè íåçàâèñèìû:

dJ0(f) ∧ dJ1(f) 6= 0

â ýòîé îáëàñòè.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî åñòü, åñëè dJ0(f) ∧ dJ1(f) ≡ 0, ôóíêöèÿ f íàçû-

âàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ f - ñèíãóëÿðíà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

f2x + f2y = y−2ϕ(f),

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ.

Èñêëþ÷àÿ ôóíêöèþ ϕ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

fx
(
f2x + f2y

)
− yfxfy

(
fyy − fxx

)
− yfxy

(
f2y − f2x

)
= 0. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, òîãäà çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ J0

è J1 íà f ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ èèíâàðè-

àíòîâ J2(1), J2(2), J2(3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò J0 è J1. Èíûìè ñëîâàìè,

ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-

ðÿäêà:

J2(1) = 2a(J0, J1)J
2
1 ,

J2(2) = 2b(J0, J1)J
2
1 ,

J2(3) = c(J0, J1)J
2
1 .

(4)

Ïðåäñòàâèâ ôóíêöèþ c
(
J0, J1

)
â âèäå c

(
y, J0, J1

)
J2
1y
−2 è âûðàçèâ âòîðûå

ïðîèçâîäíûå u èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìû ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé

uxx = cy2uy
2(uy

2 + ux
2) + b(ux

2 − uy2) + auxuy +
uy
y
,

uxy = −cy2uxuy(ux2 + uy
2)− a

2
(ux

2 − uy2) + 2buxuy −
ux
y
,

uyy = cy2ux
2(ux

2 + uy
2)− b(ux2 − uy2)− auxuy −

uy
y
,

(5)

Ñîîòíîøåíèÿ ñèçèãèè â òåîðåìå 2 äàþò óñëîâèÿ ôîðìàëüíîé èíòåãðèðóå-

ìîñòè ýòîé ñèñòåìû, à ïîñêîëüêó äàííàÿ ñèñòåìà èìååò êîíå÷íûé òèï, òî

âûïîëíåíèå óñëîâèé ñèçèãèè îáåñïå÷èâàåò èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû (5).
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Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò 3, à ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè (ñèçèãèé) ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà èçîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ñèñòåìû (4).

Áîëåå òîãî, äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèè f äåéñòâèå ãðóïïû èçîìåòðèé íà ïðî-

ñòðàíñòâå ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ýôôåêòèâíî è òðàíçèòèâíî, ïîýòîìó â ýòîì

ñëó÷àå ëþáûå äâà ëîêàëüíûõ ðåøåíèÿ ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà èçîìåòðèåé.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3 1. Êëàññ PSL2(R)-ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ ðåãóëÿðíûõ

ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè a, b, c,

çàäàþùèìè çàâèñèìîñòü ìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ 2-ãî ïîðÿäêà J2(1),

J2(2), J2(3) ÷åðåç èíâàðèàíòû J0, J1.

2. Ôóíêöèè a, b, c, çàäàþùèå êëàññ ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ïðî-

èçâîëüíû, à óäîâëåòâîðÿþò äâóì ñèçèãèÿì, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàí-

òèðóåò, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) íàõîäèòñÿ â

èíâîëþöèè.
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In this paper we investigate the algebra of metric di�erential invariants and we

describe metric equivalence of functions on the Lobachevski plane with respect

to the isometry group.
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Î ñëàáî êîíöèðêóëÿðíî ñèììåòðè÷åñêèõ ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â.À. Êèîñàê Å.Å. ×åïóðíàÿ

Àííîòàöèÿ Ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå À�ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà � ñïåöèàëüíûå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, îáîáùàþùèå

ñèììåòðè÷åñêèå è ðåêóððåíòíûå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîò-

ðåíû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñâîéñòâîì ñëàáîé ñèììåòðè÷íîñòè îáëàäàåò

òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû. Ïîëó÷åíà èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ è èçó÷åíû íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû

ÓÄÊ 514.765.1+512.813.4

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ îñîáîå ìåñòî çàíè-

ìàþò ñèììåòðè÷åñêèå è ðåêóððåíòíûå ïðîñòðàíñòâà. Îáîáùåíèå ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâ øëî â îñíîâíîì â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà êîâàðè-

àíòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ðàññìîòðåíèåì â êà÷åñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ (ðåêóð-

ðåíòíûõ) äðóãèõ òåíçîðîâ [1]. Â ðàáîòàõ [2], [3], [4], [6] åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèê íîâûé òèï ðåêóððåíòíîñòè � ñëàáàÿ ñèììåòðè÷íîñòü. Â äàííîé ñòà-

òüå èçó÷àþòñÿ ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñâîéñòâîì ñëàáîé

ñèììåòðèè îáëàäàåò òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû [7].
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2 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn, â êîòîðîì ñóùåñòâó-

åò òåíçîð Ai1i2...ik òàêîé, ÷òî

Ai1i2...ik, j = 1τjAi1i2...ik + 2τi1Aji2...ik + 3τi2Ai1ji3...ik + . . .+ k+1τikAi1i2...ik−1j

(1)

íàçûâàþò A�ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèì.

Çäåñü ατi � íåêîòîðûå âåêòîðû, çàïÿòàÿ “, “ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèç-

âîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Vn.

Åñëè óñëîâèþ (1) óäîâëåòâîðÿåò òåíçîð Ðèìàíà, òî ïðîñòðàíñòâî íàçû-

âàþò ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèì, à åñëè óñëîâèÿì (1) óäîâëåòâîðÿåò òåíçîð êîí-

öèðêóëÿðíîöé êðèâèçíû Yhijk, çàäàííûé ôîðìóëîé

Y hijk = Rhijk −
R

n(n− 1)
(δhkgij − δhj gik), (2)

òî (1) èìååò âèä

Yhijk,m = amYhijk + bhYmijk + ciYhmjk + djYhimk + fkYhijm, (3)

(ãäå Rhijk � òåíçîð Ðèìàíà Vn, Yhijk = gαhY
α
ijk, R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà,

δhi � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, gij � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð Vn, ai, bi, ci, di, fi �

íåêîòîðûå âåêòîðû) è ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò êîíöèðêóëÿðíî ñëàáî ñèì-

ìåòðè÷åñêèì.

Àëüòåðíèðóÿ ïîñëåäíåå ïî èíäåêñàì h è i, ó÷èòûâàÿ àëãåáðàè÷åñêèå

ñâîéñòâà òåíçîðà Yhijk, ïîëó÷èì

τhYlijk + τiYlhjk = 0, (4)

ãäå τhdef= bn − cn;
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî τh 6= 0, òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü âåêòîð ζh òàêîé, ÷òî

ταζ
α = 1. Äîìíîæàÿ (4) íà ζh è ñâîðà÷èâàÿ ïî èíäåêñó h, áóäåì èìåòü

Ylijk + τiζ
αYlαjk = 0. (5)
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Åùå ðàç äîìíîæàÿ è ñâîðà÷èâàÿ ñ ζl, óáåäèìñÿ, ÷òî

ζαYαijk = 0 (6)

è òîãäà èç (5) ñëåäóåò Yhijk = 0, à ýòî ïðèâîäèò ê ïðîñòðàíñòâàì ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû. Ñëåäîâàòåëüíî, τi = 0 è, çíà÷èò, bn = cn.

Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî dn = fn.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 Â ñëàáî êîíöèðêóëÿðíî ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, îò-

ëè÷íûõ îò ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Yhijk , m = amYhijk + bhYmijk + biYhmjk + djYhimk + dkYhijm. (7)

Îïðåäåëåíèå 2 Ãîâîðÿò, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn äîïóñ-

êàåò âåêòîðíóþ îáîëî÷êó îòíîñèòåëüíî òåíçîðà Aijkl, åñëè â íåì ñóùå-

ñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå τh òàêîå, ÷òî

τhAijkl + τiAjhkl + τjAhikl = 0. (8)

Åñëè òåíçîð óäîâëåòâîðÿåò Aijkl àëãåáðàè÷åñêèì óñëîâèÿì

Aijkl +Ajikl = 0 (9)

Aijkl −Aklij = 0 (10)

Aijkl +Aiklj +Ailjk = 0, (11)

òî â Vn ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåíóëåâûõ âåêòîð-

íûõ ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (8).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé, ïðåäëîæåí-

íîé Â. Êàéãîðîäîâûì [1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (α)τ, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ (13), ðàâíî òðåì è, âûáèðàÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû (α)τ i(α = 1, 2, 3) èìåëè âèä

(α)τi = δαi èç (13), ó÷èòûâàÿ (9), (10), (11), ïîëó÷èì, ÷òî Ahijk = 0. Åñëè

æå α ≤ 2, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (13) äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà
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Òåîðåìà 2 Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåòîðîâ ñðåäè âåê-

òîðîâ, âõîäÿùèõ â âåêòîðíóþ îáîëî÷êó íåíóëåâîãî òåíçîðà Aijkl, íå ïðå-

âûøàåò äâóõ.

Çàìåòèì, ÷òî òåíçîð êîíöèðêóëÿðíîé êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(9), (10), (11). Ïðîöèêëèðîâàâ (7) ïî èíäåêñàì i, j, k óáåäèìñÿ, ÷òî â ïñåâ-

äîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå Vn âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(bi − di)Yhmjk + (bj − dj)Yhmki + (bk − dk)Yhmij = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè òèïà êîíöèðêóëÿðíî ñëàáî ñèììåòðè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâ:

I òèï: bi = di è

Yhijk , m = amYhijk + bhYmijk + biYhmjk + bjYhimk + bkYhijm

II òèï: bi 6= di è â Vn ñóùåñòâóåò îäíà âåêòîðíàÿ îáîëî÷êà

îòíîñèòåëüíî òåíçîðà Yhijk, çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì (bi−di)
III òèï: bi 6= di è â Vn ñóùåñòâóåò åùå îäíà âåêòîðíàÿ îáîëî÷êà

îòíîñèòåëüíî òåíçîðà Yhijk, çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì

íå êîëëèíåàðíûì âåêòîðó (bi − di).

3 Ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû

Óðàâíåíèå

Rhijk , l +Rhikl , j +Rhilj , k = 0 (12)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Áèàíêè [5].

Äîêàæåì òåîðåìó:

Òåîðåìà 3 Â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå Vn(n > 2) òåíçîð Yhijk óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì òèïà Áèàíêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R =

const.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü R = const, òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ (2), ïîëó÷èì

Yhijk , l = Rhijk , l (13)

è, ñëåäîâàòåëüíî, Yhijk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Yhijk , l + Yhikl , j + Yhilj , k = 0 (14)
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Íàîáîðîò, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ (14), òîãäà ñ ó÷åòîì (2) è (12), áóäåì èìåòü

R, l(ghkgij − ghjgik) +R, j(ghlgik − ghkgil) +R, k(ghjgil − ghlgij) = 0.

Åñëè ñâåðíóòü ñ ghk, ïîëó÷èì

R, lgij −R, jgil = 0. (15)

È, íàêîíåö, ñâåðíóâ ïîñëåäíåå ñ gij , óáåäèìñÿ, ÷òî R, l = 0 .

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè R = const, òî öèêëèðóÿ (7) ïî èíäåêñàì j, k,m è h, i,m, ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâåííî:

(am − 2dm)Yhijk + (ai − 2di)Yhikm + (ak − 2dk)Yhimj = 0 (16)

(am − 2bm)Yhijk + (ah − 2bh)Yimjk + (ai − 2bi)Ymhjk = 0. (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè R = const êîíöèðêóëÿðíî ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà ìîãóò áûòü

I òèïa: a) ai = 2bi ⇒

Yhijk , m = 2bmYhijk + bhYmijk + biYhmjk + bjYhimk + bkYhijm

b) ai 6= 2bi

è â Vn ñóùåñòâóåò îäíà âåêòîðíàÿ îáîëî÷êà îòíîñèòåëüíî

òåíçîðà Yhijk, îáðàçîâàííàÿ âåêòîðîì (ai − 2bi)

II òèïà:

Åñëè îáà âåêòîðà (ai − 2di) è (ai − 2bi) ðàâíû íóëþ, òî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî di 6= bi. Òî åñòü ñðåäè âåêòîðîâ (ai − 2di)

è (ai − 2bi) õîòÿ áû îäèí íå íóëåâîé.

Ïóñòü (ai − 2bi) = 0, à (ai − 2di) 6= 0, òîãäà âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ:
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a) (ai = 2bi) è di − bi = α(ai − 2di); (ãäå α � êîýôôèöèåíò

ïðîïîðöèîíàëüíîñòè), à, çíà÷èò,

Yhijk , m = 2bmYhijk + bhYmijk + biYhmjk + djYhimk + dkYhijm

è α � ïî íåîáõîäèìîñòè ðàâíî 1
2 .

Åñëè (ai = 2bi) è di − bi 6= µ(ai − 2di), òîãäà äâà ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ âåêòîðà ïðèíàäëåæàò âåêòîðíîé îáîëî÷êå îòíîñèòåëüíî òåíçîðà Yhijk

è ïðîñòðàíñòâî ïðèíàäëåæèò ê III òèïó.

Ïóñòü îáà âåêòîðà (ai−2bi) è (ai−2di) íåíóëåâûå, òîãäà â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ëèíåéíî çàâèñèìû èëè íåçàâèñèìû âåêòîðû òðîéêè (di− bi), (ai−2bi),

(ai − 2di), ïîëó÷èì:

b) Òðîéêà ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ:

â âåêòîðíóþ îáîëî÷êó òåíçîðà Yhijk âõîäèò îäèí âåêòîð.

Ñðåäè ïðîñòðàíñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê III òèïó, âûäåëèì, èñõîäÿ èç èç-

ëîæåííîãî âûøå, ñëåäóþùèå òèïû:

a) (di−bi), (ai−2bi) îòëè÷íû îò íóëÿ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

(ai − 2di) îòëè÷åí îò íóëÿ, ëèíåéíî çàâèñèìûé îò íèõ, ëèáî íó-

ëåâîé

b) (di−bi), (ai−2di) îòëè÷íû îò íóëÿ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

(ai − 2bi) îòëè÷åí îò íóëÿ, ëèíåéíî çàâèñèìûé îò íèõ, ëèáî íó-

ëåâîé.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè è ïîëíî-

ñòüþ îïèñàíû õàðàêòåðèñòèêè ñëàáî êîíöèðêóëÿðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå âûòåêàþò èç àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåíçîðà êîíöèð-

êóëÿðíîé êðèâèçíû è èç äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ Áèàíêè.
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V. Kiosak & E. Chepurna

On the weakly concircularly symmetrical pseudo-Riemannian

spaces

We introduce A - weakly concircularly symmetrical spaces - special pseudo-

Riemannian spaces, that generalize symmetrical and recurrent pseudo-

Riemannian spaces. We treat spaces where tensor of concircular curvature has a

property of weak symmetry. We have obtained their algebraic classi�cation and

studied some their properties.
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Ñèììåòðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé ϕ : R3 → R

Êóçàêîíü Â. Ì. Ôåä÷åíêî Þ. Ñ.

Àííîòàöèÿ Èçó÷àåòñÿ ðàññëîåíèå ϕ : R3 → R åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

êîòîðîå îòíîñèòåëüíî ïñåâäîãðóïïû åâêëèäîâûõ äâèæåíèé R3 è ïåðåïà-

ðàìåòðèçàöèé R èìååò ÷åòûðå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà âòîðîãî

ïîðÿäêà. Äëÿ äâóõ èç íèõ ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëè è

íàéäåíû êîíòàêòíûå ñèììåòðèè ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé · äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðè-
àíòû · ðàññëîåíèÿ ·

ÓÄÊ 514.76

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] íàéäåí áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî

ïîðÿäêà äëÿ ñóáìåðñèè ϕ : Rn → R îòíîñèòåëüíî ïñåâäîãðóïïû Ëè G ïî-

ðîæäåííîé äâèæåíèÿìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn è äèôôåîìîðôèçìàìè

ïðÿìîé R. Áàçèñ àëãåáðû Ëè ýòîé ïñåâäîãðóïïû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé:



∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn
− ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû,

xi
∂

∂xj
− xj

∂

∂xi
− ïîâîðîòû â ïëîñêîñòè (xi, xj),

h(u)
∂

∂u
, h(u) ∈ C∞(R)− ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ,
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Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì àëãåáðó Ëè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âû÷èñëåííûõ â [1] äëÿ n = 3. Äëÿ ñóáìåðñèè

ϕ : R3 → R ìû ïðèâîäèì ïîëíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëè äëÿ äâóõ áàçèñíûõ

èíâàðèàíòîâ èç ÷åòûðåõ. Ïîëó÷àåì äëÿ íèõ ïîëíîå îïèñàíèå àëãåáðû òî÷å÷-

íûõ ñèììåòðèé è êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé ñöåöèàëüíîãî âèäà. Îòìåòèì, ÷òî

ïîëíàÿ êîíòàêòíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé, ðàññìàòðèâàåìûõ èíâàðèàíòîâ øèðå

èñïîëüçóåìîé âíà÷àëå ïñåâäîãðóïïû åâêëèäîâûõ äâèæåíèé è ïåðåïàðàìåò-

ðèçàöèé. Îäíàêî, åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òî÷å÷íûìè ñèììåòðèÿìè,

òî ïñåâäîãðóïïà ñèììåòðèé êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èíâàðèàíòà ñîâ-

ïàäàåò ñ èñõîäíîé ïñåâäîãðóïïîé. Â ýòîì ñìûñëå êàæäûé â îòäåëüíîñòè

äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ.

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ñóáìåðñèè ϕ : R3 → R

Ïðè n = 3 (ñì. [2]) ñóáìåðñèè ϕ : R3 → R îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâà ïî-

âåðõíîñòåé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå èíâàðèàíòîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàçóþò ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

I1 = −H =
D

B3/2
, I2 = H2 − AD −BC

B2
,

I4 = K =
F

B2
, I3 = HK − AF −BE

B5/2
,

A = ϕ11 + ϕ22 + ϕ33, B = ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3,

C =

∣∣∣∣∣ϕ11 ϕ12

ϕ12 ϕ22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ϕ11 ϕ13

ϕ13 ϕ33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ϕ22 ϕ23

ϕ23 ϕ33

∣∣∣∣∣ ,
D = −

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 ϕ12 ϕ1

ϕ12 ϕ22 ϕ2

ϕ1 ϕ2 0

∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 ϕ13 ϕ1

ϕ13 ϕ33 ϕ3

ϕ1 ϕ3 0

∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣
ϕ22 ϕ23 ϕ2

ϕ23 ϕ33 ϕ3

ϕ2 ϕ3 0

∣∣∣∣∣∣∣ ,

E = −

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 ϕ12 ϕ13

ϕ12 ϕ22 ϕ23

ϕ13 ϕ23 ϕ33

∣∣∣∣∣∣∣ , F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 ϕ12 ϕ13 ϕ1

ϕ12 ϕ22 ϕ23 ϕ2

ϕ13 ϕ23 ϕ33 ϕ3

ϕ1 ϕ2 ϕ3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòû I1 è I4 âû÷èñëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíþþ è

ãàóññîâó êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Ðàçíîñòü

I4 − I2 ðàâíà êâàäðàòó êðèâèçíû îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà ïî-

âåðõíîñòåé. Èçó÷èì àëãåáðó Ëè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ I1 è I4.



2. Êîíòàêòíûå ñèììåòðèè ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðû Ëè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä

ïðåäëîæåííûé â [3]. Ïðåîáðàçóåì I1 ê âèäó

I1 =
(ϕ2

2 + ϕ2
3)ϕ11 + (ϕ2

1 + ϕ2
3)ϕ22 + (ϕ2

1 + ϕ2
2)ϕ33 − 2ϕ12ϕ1ϕ2

(ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3)

3/2
−

−2ϕ13ϕ1ϕ3 − 2ϕ23ϕ2ϕ3

(ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3)

3/2
.

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ñòðóé ïåðâîãî ïîðÿäêà J1(R3, R) êîîðäèíàòû â êî-

òîðîì (x1, x2, x3, u, P1, P2, P3), ãäå P1 = ϕ1, P2 = ϕ2, P3 = ϕ3.

Øåñòèìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Êàðòàíà îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü êàê àííóëÿòîð

1-ôîðìû ω0, èìåþùåé âèä

ω0 = du− P1dx1 − P2dx2 − P3dx3

Çàïèøåì ýôôåêòèâíóþ 3-ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èíâàðèàíòó I1.

ω1 = − 1
(P 2

1 +P 2
2 +P3)2

×
×[(P 2

2 +P 2
3 )dP1∧dx2∧dx3+(P 2

1 +P 2
2 )dx1∧dP2∧dx3+(P 2

1 +P 2
2 )dx1∧dx2∧dx3+

+P1P2(dP1 ∧ dx1 − dP2 ∧ dx2) ∧ dx3 + P1P3(dP3 ∧ dx3 − dP1 ∧ dx1) ∧ dx2 +

+P2P3(dP2 ∧ dx2 − dP3 ∧ dx3) ∧ dx1].

Áóäåì èñêàòü êîíòàêòíûå ñèììåòðèè ôîðìû ω1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ f(x1, x2, x3, u, P1, P2, P3) è ñîïîñòàâèì åé êîíòàêòíîå ïîëå

Xf = − ∂f

∂P1

∂

∂x1
− ∂f

∂P2

∂

∂x2
− ∂f

∂P3

∂

∂x3
+

(
f −

3∑
i=1

Pi
∂f

∂Pi

)
∂

∂u
+

+

3∑
i=1

(
∂f

∂xi
+ Pi

∂f

∂u

)
∂

∂Pi
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ Ëè LXf
(ω1) = Lf (ω1) è ðàññìîòðèì åå ïðîåêöèþ ρ íà

êàðòàíîâñêóþ ïëîñêîñòü
ρ(dxi) = dxi,

ρ(dPi) = dPi, i = 1, 2, 3.

ρ(du) = P1dx1 + P2dx2 + P3dx3.
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Èç óñëîâèÿ Lf (ω1) = 0 ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëè äëÿ èíâàðèàíòà I1 :

(P 2
1 + P 2

3 )fP1P3
+ P1P2fP2P3

+ P2P3fP1P2
− P1P3fP2P1

= 0,

(P 2
1 + P 2

2 )fP1P2
+ P1P3fP2P3

+ P2P3fP1P3
− P1P2fP3P3

= 0,

(P 2
1 + P 2

3 )fP3P3
+ (P 2

1 + P 2
2 )fP2P2

+ 2P2P3fP2P3
= 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fP2P3
+ P1P2fP1P3

+ P1P3fP1P2
− P2P3fP1P1

= 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fP3P3
+ (P 2

1 + P 2
2 )fP1P1

+ 2P1P3fP1P3
= 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fP2P2
+ (P 2

1 + P 2
3 )fP1P1

+ 2P1P2fP1P2
= 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fx1x1 + (P 2
2 + P 2

3 )fx2x2 + (P 2
1 + P 2

2 )fx3x3−

−2P1P2fx1x2 − 2P1P3fx1x3 − 2P2P3fx2x3 = 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fx1P3
+ (P 2

1 + P 2
2 )fx3P1

− P1P2fx2P3
− P2P3fx2P1

+

+P1P3fx2P2
+ P1P3fP3u + P 2

1 P3fP1u + P1P2P3fP2u−

−P3(P
2
3 + P 2

2 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
P1(P

2
1 + P 2

2 − 2P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 +
3P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 = 0,

(P 2
1 + P 2

3 )fx2P3
+ (P 2

1 + P 2
2 )fx3P2

− P1P2fx1P3
− P1P3fx1P2

+ P2P3fx1P1
+

+P2P3fP3u + P 2
2 P3fP2u + P1P2P3fx1u −

P3(P
2
3 + P 2

2 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2−

−P2(P
2
1 + P 2

2 − 2P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 +
3P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 = 0,

(P 2
2 + P 2

3 )fx1P2
+ (P 2

1 + P 2
3 )fx2P1

− P1P3fx3P2
− P2P3fx3P1

+

+P1P2fx3P3
+ P1P

2
2 fP2u + P1P2P3fP3u−

−P2(P
2
2 + P 2

3 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
P1(P

2
1 + P 2

3 − 2P 2
2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 +
3P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

(P 2
1 + P 2

3 )(fx2P2
− fx1P1

− fx3P1
− P1fP1u − P2fP2u − P3fP3u)−

−2P1P2fx1P2
− 2P2P3fx3P3

− P1(P
2
1 + P 2

3 − 2P 2
2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
P3(P

2
1 + P 2

3 − 2P 2
2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2−
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− 3P2(P
2
1 + P 2

3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

(P 2
1 + P 2

2 )(fx3P3
− fx1P1

− fx2P2
− P1fP1u − P2fP2u − P3fP3u)− 2P1P3fx1P3

−

−2P2P3fx3P3
− P1(P

2
1 + P 2

2 − 2P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
P2(P

2
2 + P 2

1 − 2P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2−

− 3P2(P
2
1 + P 2

2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

(P 2
2 + P 2

3 )(fx1P1
− fx2P2

− fx3P3
− P1fP1u − P2fP2u − P3fP3u)− 2P1P2fx2P1

−

−2P1P3fx1P1
− P2(P

2
2 + P 2

3 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 −
P3(P

2
2 + P 2

3 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2−

− 3P1(P
2
2 + P 2

2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 = 0.

(∗)

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 1.

(1) Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé èíâàðèàíòà I1
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (∗).

(2) Òî÷å÷íûå ñèììåòðèè èíâàðèàíòà I1 ñîâïàäàþò ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç

ïñåâäîãðóïïû G.

3. Êîíòàêòíûå ñèììåòðèè ãàóññîâîé êðèâèçíû

Ðàññìîòðèì èíâàðèàíò I4.

Ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó:

I4 =
1

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

[
ϕ2
1

∣∣∣∣ϕ22 ϕ23

ϕ23 ϕ33

∣∣∣∣+ ϕ2
2

∣∣∣∣ϕ11 ϕ13

ϕ13 ϕ33

∣∣∣∣+ ϕ2
3

∣∣∣∣ϕ11 ϕ12

ϕ12 ϕ22

∣∣∣∣−
−2ϕ1ϕ2

∣∣∣∣ϕ12 ϕ23

ϕ13 ϕ33

∣∣∣∣+ 2ϕ1ϕ3

∣∣∣∣ϕ12 ϕ22

ϕ13 ϕ23

∣∣∣∣− 2ϕ3ϕ3

∣∣∣∣ϕ11 ϕ12

ϕ13 ϕ23

∣∣∣∣] .
Çàïèøåì ýôôåêòèâíóþ 3-ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èíâàðèàíòó I4 :

ω4 = (P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 )

2 ·
[
P 2
1 dx1 ∧ dP2 ∧ dP3 + P 2

2 dP1 ∧ dx2 ∧ dP3+

+P 2
3 dP1 ∧ dP2 ∧ dx3 + P1P2(dP1 ∧ dx1 − dP2 ∧ dx2) ∧ dP3+
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+P1P3(dP3 ∧ dx3 − dP1 ∧ dx1) ∧ dP2 + P2P3(dP2 ∧ dx2 − dP3 ∧ dx3) ∧ dP1] .

Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ I1, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëè äëÿ

èíâàðèàíòà I4 :

P1P2fx2x3 + P2P3fx1x2 − P1P3fx2x3 − P
2
2 fx1x3 = 0,

P1P2fx1x3 + P1P3fx1x2 − P2P3fx1x1 − P
2
1 fx2x3 = 0,

P 2
1 fx2x2 + P 2

2 fx1x1 − 2P1P2fx1x2 = 0,

P1P3fx2x3 + P2P3fx3x1 − P1P2fx3x3 − P
2
3 fx1x2 = 0,

P 2
1 fx3x3 + P 2

3 fx1x1 − 2P1P3fx3x3 = 0,

P 2
2 fx3x3 + P 2

3 fx2x2 − 2P2P3fx2x3 = 0,

P 2
1 fx3P1

+ P 2
3 fx1P3

+ P1P2fx3P2
+ P1P3fx1P2

− P1P3fx2P2
+

+P 2
1 P3fP1u + P 2

3 P1fP3u + P1P2P3fP2u −
P3(P

2
2 + P 2

3 − 3P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1−

−P1(P
2
1 + P 2

2 − 3P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 −
4P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 = 0,

P 2
1 fx2P1

+ P 2
2 fx1P2

+ P1P3fx2P3
+ P2P3fx1P3

− P1P2fx3P3
+ P 2

1 P2fP1u+

+P 2
2 P1fP2u + P1P2P3fP3u −

P2(P
2
2 + P 2

3 − 3P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
P1(P

2
1 + P 2

2 − 3P 2
2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2+

+
4P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

P 2
1 (fx2P2

+ fx3P3
− fx1P1

+ P2fP2u + P3fP3u − P1fP1u)−

−2P1P2(fx1P2
+ P1fP2u)− 2P1P3(fx1P3

+ P1fP3u)+

+
2P1(P

2
2 + P 2

3 − 2P 2
1 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
4P 2

1 P2

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 −
4P 2

1 P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

P 2
2 fx3P3

+ P 2
3 fx2P3

+ P1P3fx2P1
+ P1P2fx3P1

− P2P3fx1P1
+
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+P 2
2 P3fP2u + P 2

3 P2fP3u + P1P2P3fP1u −
P3(P

2
1 + P 2

2 − 3P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2−

−P2(P
2
1 + P 2

2 − 3P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 +
4P1P2P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 = 0,

P 2
2 (fx1P1

+ fx3P3
− fx2P2

+ P1fP1u + P3fP3u − P2fP2u)−

−2P1P2(fx2P1
+ P2fP1u)− 2P1P3(fx2P3

+ P2fP3u)+

+
2P2(P

2
1 + P 2

3 − 2P 2
2 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 −
4P 2

2 P1

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
4P 2

2 P3

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 = 0,

P 2
3 (fx1P1

+ fx2P2
− fx3P3

+ P1fP1u + P2fP2u − P3fP3u)−
−2P1P3(fx3P1

+ P3fP1u)− 2P2P3(fx3P2
+ P3fP2u)+

+
P3(P

2
1 + P 2

2 − 2P 2
3 )

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx3 −
4P 2

3 P1

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx1 −
4P 2

3 P2

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3

fx2 = 0,

P 2
1 fP1P1

+ P 2
2 fP2P2

+ P 2
3 fP3P3

+ 2P1P2fP1P2
+ 2P1P3fP1P3

− 2P2P3fP2P3
= 0.

(∗∗)
Ðàññìîòðèì ñèììåòðèè, îòâå÷àþùèå êîíòàêòíûì âåêòîðíûì ïîëÿì ñ

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà:

f = f(P1, P2, P3)

Äëÿ ôóíêöèé òàêîãî âèäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (∗∗) ðåäóöèðóåòñÿ ê îäíîìó

óðàâíåíèþ

∇2f −∇f = 0,

ãäå

∇ = P1
∂

∂P1
+ P2

∂

∂P2
+ P3

∂

∂P3
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

f = f1(P ) + f2(P ) exp(|P |), |P | =
√
P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ,

ãäå f1(P ) è f2(P ) - îäíîðîäíûå ôóíêöèè ñòåïåíè 0, è

Òåîðåìà 2.

(1) Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé èíâàðèàíòà I4
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (∗∗).

(2) Òî÷å÷íûå ñèììåòðèè èíâàðèàíòà I4 ñîâïàäàþò ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç

ïñåâäîãðóïïû G.

(3) Êîíòàêòíàÿ ñèììåòðèÿ ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé f = f(P ) èìååò âèä

f = f1(P ) + f2(P ) exp(

√
P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 )

ãäå f1 è f2 îäíîðîäíûå ôóíêöèè ñòåïåíè 0.
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Symmetries of di�erential invariants of a kind of surfaces ϕ : R3 → R.

The submersion ϕ : R3 → R of Euclidean spaces which has four deferential invariants of

the second order as to pseudogroup of Euclidean movements R3 and reparameterization

R is being studied. It is for one of them the complete system of Lie equations has been

obtained and the symmetries of the special type has been found.
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Àííîòàöèÿ Â äàíié ñòàòòi äîâåäåíî êðèòåðié åêâiàðåàëüíîñòi äâîâèìiðíèõ

ìåòðèê ïðè ¨õ iíôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöiÿõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà Âàðiàöiÿ · Åêâiàðåàëüíà äåôîðìàöiÿ äâîâèìiðíî¨ ìåòðèêè,
âàðiàöiÿ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó

ÓÄÊ 514.752.43

1 Âñòóï.

Âiäîìî [3], ùî iíôiíiòåçèìàëüíà äåôîðìàöiÿ ìåòðèêè ¹ åêâiàðåàëüíîþ, ÿêùî

âàðiàöiÿ åëåìåíòà ïëîùi ïðîïîðöiéíà ñàìîìó åëåìåíòó ïëîùi. Ó öié ñòàòòi

äîâîäèòüñÿ êðèòåðié åêâiàðåàëüíîñòi äâîâèìiðíî¨ ìåòðèêè, ùî çàäà¹òüñÿ â

îäíîçâÿçíié îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ.

Â ðîáîòi îáìåæó¹ìîñÿ ðîçãëÿäîì âèêëþ÷íî iíôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìà-

öié ïåðøîãî ïîðÿäêó ìåòðèê ó âèãëÿäi

gij(x
1, x2, t) = gij(x

1, x2) + tδgij(x
1, x2). (1)

Âiäìiòèìî, ùî ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèñòèêà îá'¹êòà çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ií-

ôiíiòåçèìàëüíié äåôîðìàöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìåòðèêè (1), ÿêùî ¨¨ ïðèðiñò

¹ âåëè÷èíà íå ìåíø íiæ äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî t. Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìå

âèêëþ÷íî iíôiíiòåçèìàëüíi äåôîðìàöi¨ äâîâèìiðíèõ ìåòðèê ó âèãëÿäi (1),

îïóñêàþ÷è ñëîâî ïåðøîãî ïîðÿäêó.
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Îçíà÷åííÿ 1. [3] Iíôiíiòåçèìàëüíó äåôîðìàöiþ äâîâèìiðíî¨ ìåòðèêè

ds2 â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ (x1, x2), gij ∈ C2 áóäåìî íà-

çèâàòè åêâiàðåàëüíîþ, ÿêùî âàðiàöiÿ δ(dσ) åëåìåíòà ïëîùi

dσ =
(
det‖gij‖

) 1
2 dx1dx2 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

δ(dσ) = cdσ, (2)

äå c - const.

Çîêðåìà, ÿêùî c = 0,òî iíôiíiòåçèìàëüíà äåôîðìàöiÿ ìåòðèêè (2) áó-

äå àðåàëüíîþ (δg = 0), ùî ãàðàíòó¹ ç òî÷íiñòþ t2 ñòàöiîíàðíiñòü åëåìåíòà

ïëîùi.

Äàëi äîâåäåìî êðèòåðié åêâiàðåàëüíîñòi äâîâèìiðíî¨ ìåòðèêè

ds2 = gijdx
idxj , ùî çàäà¹òüñÿ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ

(x1, x2), gij ∈ C2.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ùîá äåôîðìàöiÿ äâîâèìiðíî¨ ìåòðèêè ds2 áóëà

åêâiàðåàëüíîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ (x1, x2), gij ∈ C2

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè

δΓααi = 0, (3)

äå δΓhij - âàðiàöiÿ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó.

Äîâåäåííÿ

Íåîáõiäíiñòü

Íåõàé iíôiíiòåçèìàëüíà äåôîðìàöiÿ ìåòðèêè ¹ åêâiàðåàëüíîþ â îäíî-

çâ'ÿçíié îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ (x1, x2), gij ∈ C2, òîäi âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (2), ÿêi ðiâíîñèëüíi ñïiââiäíîøåííÿì [3]

δg = 2cg. (4)

Îñêiëüêè ïðè áóäü - ÿêié iíôiíiòåçèìàëüíié äåôîðìàöi¨ [2] ìàþòü ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ
∂δg

∂xl
= 2δgΓααl + 2gδΓααl, (5)

òî ïiäñòàâëÿþ÷è (5) â (6) îòðèìà¹ìî

c
∂g

∂xl
= 2cgΓααl + 2gδΓααl. (6)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ Ôîñà - Âåéëÿ [1],

∂g

∂xl
= 2gΓααl, (7)

(8) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

2cgΓααl = 2cgΓααl + 2gδΓααl. (8)
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Çâiäêè i âèïëèâà¹ ç óðàõóâàííÿì 2g 6= 0 (4).

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü.

Íåõàé â ðåçóëüòàòi iíôiíiòåçèìàëüíî¨ äåôîðìàöi¨ ìåòðèêè â îäíîçâ'ÿçíié

îáëàñòi D çìiíè ïàðàìåòðiâ (x1, x2), gij ∈ C2 âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4). Äîâå-

äåìî, ùî äàíà iíôiíiòåçèìàëüíà äåôîðìàöiÿ ¹ åêâiàðåàëüíîþ, òîáòî ìàþòü

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (5). Îñêiëüêè ïðè áóäü-ÿêié iíôiíiòåçèìàëüíié äåôîð-

ìàöi¨ ìåòðèêè [2], ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (6), òî ïiäñòàâëÿþ÷è (4) â

(6) áóäåìî ìàòè:

∂δg

∂xl
= 2δgΓααl. (9)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ Ôîññà-Âåéëÿ (7), (9) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

∂δg

∂xl
= δg

∂g

g∂xl
. (10)

Àáî â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi (âèêëþ÷àþ÷è âèïàäîê àðåàëüíîñòi δg = 0)

∂ ln(|δg|)
∂xl

=
∂ ln(|g|)
∂xl

. (11)

Ç (9) âèïëèâà¹

ln(|δg|) = ln(|cg|), (12)

äå c =const.

Ç (10) âèïëèâà¹ (5).

Äîñòàòíiñòü äîâåäåíà.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Âiäìiòèìî, ùî â (5) âèïàäîê àðåàëüíîñòi áóäå ìàòè ìiñöå ïðè c = 0.

Âèñíîâêè

Çà äîïîìîãîþ îòðèìàíîãî â ñòàòòi êðèòåðiþ ìîæíà âèâ÷àòè iíôiíiòåçè-

ìàëüíi åêâiàðåàëüíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü òà äâîâèìiðíèõ ìåòðèê.
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In�nitesimal ekviareal deformations of two-dimensional metrics
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Èíâàðèàíòíîñòü AC-ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà

Òåðïñòðà Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà

Àííîòàöèÿ Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, êîãäà ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè-

÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ëîêàëüíîé 1-

ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîðîæäåííîé õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ýòîò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

âåêòîð ÿâëÿåòñÿ òîðñîîáðàçóþùèì âåêòîðíûì ïîëåì, êîãäà ðàññìàòðèâàå-

ìàÿ ñòðóêòóðà íîðìàëüíà è êîãäà ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ lcQS-ñòðóêòóðîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà · Õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé âåêòîð · Ëîêàëüíàÿ îäíîïðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîð-

ôèçìîâ · Òîðñîîáðàçóþùåå âåêòîðíîå ïîëå · Íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ·
lcQS-ñòðóêòóðà

ÓÄÊ 514.76

Ââåäåíèå.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíüÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 [5] Ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè M

íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (η, ξ, Φ) òåíçîðíûõ ïîëåé íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè,

ãäå η -äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, íàçûâàåìàÿ êîíòàêòíîé, ξ � âåêòîðíîå

ïîëå, íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, Φ - ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ X(M), íà-

çûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì

1) η(ξ) = 1;

2) η ◦ Φ = 0;

3) Φ(ξ) = 0;

4) Φ2 = −id + η ⊗ ξ
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî çàäàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà g = 〈·, ·〉, òàêàÿ, ÷òî

〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η(X)η(Y );X,Y ∈ X(M),

÷åòâåðêà (η, ξ, Φ, g) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-

ðîé (AC-ñòðóêòóðîé).

Ðàñïðåäåëåíèÿ L = ker η è M = kerdη ,âîçíèêàþùèå íà ìíîãîîáðàçèè

M , íàçîâåì ïåðâûì è âòîðûì ôóíäàìåíòàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Äëÿ ìîäóëÿ X(M) ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé âåðíî ðàçëîæåíèå [2]:

X(M) = L⊕M,

ãäå dimL = 2n, dimM = 1.

Íà ìíîãîîáðàçèè M ñ ìîäóëåì X(M) òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà âçàèìíî

äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ:

m = η ⊗ ξ; l = id− ξ ⊗ η (1)

íà ðàñïðåäåëåíèÿ M è L ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî m+ l = id.

Îïðåäåëåíèå 2 AC-ñòðóêòóðà S = (ξ, η, Φ, g) íà M íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íî êîíôîðìíî êâàçè-ñàñàêèåâîé, êîðî÷å lcQS-ñòðóêòóðîé, åñëè ñóæåíèå

ýòîé ñòðóêòóðû íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈M
äîïóñêàåò êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå â êâàçè-ñàñàêèåâó ñòðóêòóðó S̃ =

(ξ̃, η̃, Φ, g̃).

Òåîðåìà 1 [3] Íà âñÿêîì lcQS-ìíîãîîáðàçèè M âíóòðåííèì îáðàçîì îïðå-

äåëåíà ãëîáàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà α, òàêàÿ ÷òî α
∣∣
U
= dσ, ãäå

σ - îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëîêàëüíî-êîíôîðìíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Ãëîáàëüíàÿ 1-ôîðìà α íàçûâàåòñÿ (êîíòàêòíîé) ôîðìîé

Ëè lcQS-ìíîãîîáðàçèÿ. Âåêòîð α#, äóàëüíûé ôîðìå Ëè, íàçûâàåòñÿ êîí-

òàêòíûì âåêòîðîì Ëè.

Òåîðåìà 2 [3] Ïóñòü S = (ξ, η, Φ, g = 〈·, ·〉) � lcQS- ñòðóêòóðà íà (2n+1)-

ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. S - íîðìàëüíàÿ ñòðóêòóðà

2. α ◦ Φ = 0

3. α# ∈M

4. α = α(ξ)η



36 Ì.À. Òåðïñòðà

Ëîêàëüíî êîíôîðìíûå êâàçè-ñàñàêèåâû ñòðóêòóðû âêëþ÷àþò â ñåáÿ

êâàçè-ñàñàêèåâû ñòðóêòóðû è ñòðóêòóðû Êåíìîöó.

Îïðåäåëåíèå 4 [1] Âåêòîðíîå ïîëå X íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

(M, g) íàçûâàåòñÿ òîðñîîáðàçóþùèì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

∇X = ρ · id+ a⊗X,

äëÿ íåêîòîðûõ 1-ôîðìû a è ãëàäêîé ôóíêöèè ρ.

Çäåñü ρ è a áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëÿþùèìè ýëåìåíòàìè òîðñîîáðàçó-

þùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Èç [4] èçâåñòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó

è êîñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ òîðñîîáðàçóþùèì âåêòîðíûì

ïîëåì ñ îïðåäåëÿþùèìè ýëåìåíòàìè

ρ = 1, a = −η, (2)

ρ = 0, a = 0, (3)

ñîîòâåòñòâåííî, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè íå ÿâ-

ëÿåòñÿ òîðñîîáðàçóþùèì âåêòîðíûì ïîëåì.

Èíâàðèàíòíîñòü AC-ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíîãî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî âåêòîðà

Èç [1] èçâåñòíî, ÷òî ïîëå ëèíåéíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà èíâàðè-

àíòíî ïðè äåéñòâèè ëîêàëüíîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

ïîðîæäåííûõ âåêòîðíûì ïîëåì X, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ

Ëè ýòîãî îáúåêòà îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (η, ξ, Φ, g) áóäåò èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ëîêàëüíîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äèôôåîìîð-

ôèçìîâ, ïîðîæäåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì ξ, åñëè ïðîèçâîäíàÿ

Ëè îò ñòðóêòóðíîãî ýíäîìîðôèçìà, êîíòàêòíîé ôîðìû è ðèìàíîâîé ìåòðè-

êè áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü:

Lξ(Φ) = 0; Lξ(η) = 0; Lξ(g) = 0;

Íàçîâåì ïåðâûå äâà óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, Φ-èíâàðèàíòíîñòüþ è η-

èíâàðèàíòíîñòüþ AC-ñòðóêòóðû. Òðåòüå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà (ñì. [1]).
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Òåîðåìà 3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ñîõðàíÿåò ïî÷òè êîíòàêòíóþ

ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (η, ξ, Φ, g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1)∇ξ(Φ)Y = ∇ΦY (ξ)− Φ(∇Y ξ), (4)

2)∇ξξ = 0, (5)

3)〈∇Xξ, Y 〉+ 〈X,∇Y ξ〉 = 0. (6)

� Ïóñòü (η, ξ, Φ, g) � ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà M . Íàé-

äåì óñëîâèÿ òîãî, ÷òî AC-ñòðóêòóðà áóäåò Φ-èíâàðèàíòíîé. Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîäíóþ Ëè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X îò ñòðóêòóðíîãî ýíäîìîðôèç-

ìà LX(Φ)(Y ):

LX(Φ)(Y ) = LX(ΦY )− ΦLX(Y ) = [X,ΦY ]− Φ[X,Y ] =

= ∇X(ΦY )−∇ΦYX − Φ(∇XY −∇YX) =

= ∇X(ΦY )−∇ΦYX − Φ∇XY + Φ∇YX =

= ∇X(Φ)Y + Φ(∇XY )− Φ(∇XY )−∇ΦY (X) + Φ(∇YX) =

= ∇X(Φ)Y −∇ΦY (X) + Φ(∇YX).

Åñëè LX(Φ)(Y ) = 0, òî ïðè X = ξ ïîëó÷àåì:

∇ξ(Φ)Y −∇ΦY (ξ) + Φ(∇Y ξ) = 0.

Â ñèëó ðàâíîñèëüíîñòè ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âåðíî è îáðàòíîå.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Φ-èíâàðèàíòíîñòè AC-ñòðóêòóðû ðàâíîñèëüíî

óñëîâèþ (4).

Äàëåå íàéäåì óñëîâèå η-èíâàðèàíòíîñòè AC-ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ýòîãî

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

Lξ(η) = 0.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü:

Lξ(η)X = Lξ(η(X))− ηLξ(X) = ξ(η(X))− η([ξ,X]) =

= ξ(η(X))− η(∇ξX) + η(∇Xξ) = ∇ξ(η)X + η(∇Xξ) =

= ∇ξ(η)X + 〈ξ,∇Xξ〉 = ∇ξ(η)X.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè AC-ñòðóêòóðà η-èíâàðèàíòíà, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∇ξ(η)X = 0.
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Ïðîâåäåì äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

0 = ∇ξ(η)X = ∇ξ(η(X))− η(∇ξX) =

= ∇ξ〈ξ,X〉 − 〈ξ,∇ξX〉 =

= 〈∇ξξ,X〉+ 〈ξ,∇ξX〉 − 〈ξ,∇ξX〉 = 〈∇ξξ,X〉.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìåòðèêè,AC-ñòðóêòóðà η-èíâàðèàíòíà åñëè∇ξξ =
0. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïðîâåñòè è â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Òàêèì

îáðàçîì, η-èíâàðèàíòíîñòü ñòðóêòóðû ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ ôîðìóëû

5 òåîðåìû.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âîïðîñ î òîì, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà, òî åñòü

Lξ(g) = 0.

Ðàñïèøåì ýòî âûðàæåíèå:

Lξ(g)(X,Y ) = Lξ(g(X,Y ))− g(LξX,Y )− g(X,LξY ) =

= ξ(g(X,Y ))− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ]) =

= ξ(g(X,Y ))− g(∇ξX,Y ) + g(∇Xξ, Y )− g(X,∇ξY )+

+ g(X,∇Y ξ) = 0,

∇ξ(g)(X,Y ) = ∇ξ(g(X,Y ))− g(∇ξX,Y )−

− g(X,∇ξY ) = ξ(g(X,Y ))− g(∇ξX,Y )− g(X,∇ξY ) = 0.

Â ñèëó ðàâíîñèëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà

〈∇Xξ, Y 〉+ 〈X,∇Y ξ〉 = 0.

Ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò c (6). Òåì ñàìûì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Ïðåäëîæåíèå 1 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó

lcQS-ìíîãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ýòî êâàçè-ñàñàêèåâî ìíî-

ãîîáðàçèå.

� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ Òåîðåìîé 3. Ðàññìîò-

ðèì, êîãäà äëÿ lcQS-ìíîãîîáðàçèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6).

Ñîãëàñíî [3], íà ìíîãîîáðàçèè ñ ëîêàëüíî-êîíôîðìíî êâàçè-ñàñàêèåâîé

ñòðóêòóðîé âåðíî ñîîòíîøåíèå:

∇Xξ = −CΦX + η(α#)X − η(X)α#,
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ãäå ýíäîìîðôèçì C îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

C(X) = ∇ΦXξ − α(ξ)ΦX. (7)

Òîãäà ôîðìóëà (6) çàïèøåòñÿ â âèäå:

〈−CΦX + η(α#)X − η(X)α#, Y 〉+

+ 〈X,−CΦY + η(α#)Y − η(Y )α#〉 = 0.

Îòñþäà

− 〈CΦX, Y 〉+ η(α#)〈X,Y 〉 − η(X)〈α#, Y 〉 − 〈X,CΦY 〉+

+ η(α#)〈X,Y 〉 − η(Y )〈X,α#〉 = 0.

Ïðèâåäåì ïîäîáíûå:

2η(α#)〈X,Y 〉 − η(X)〈α#, Y 〉 − η(Y )〈X,α#〉 = 0.

2η(α#)X − η(X)α# − 〈X,α#〉ξ = 0. (8)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà X = ξ è, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè

ìåòðèêè, ïîëó÷èì

2η(α#)ξ − η(ξ)α# − 〈ξ, α#〉ξ = 0,

α# = η(α#)ξ.

Îáîçíà÷èì η(α#) = λ. Òîãäà α# = λξ ∈M. Ïî Òåîðåìå 2, ýòî ðàâíîñèëüíî

íîðìàëüíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì ýòîãî, ñîîòíîøåíèå (8)

ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå:

2η(λξ)X − η(X)λξ − 〈X,λξ〉ξ = 0,

2λη(ξ)X − λη(X)ξ − λη(X)ξ = 0,

2λ(X − η(X)ξ) = 0,

−2λΦ2(X) = 0.

Îòñþäà λ = 0 è, çíà÷èò, η(α#) = 0. Èç [3] èçâåñòíî, ÷òî α è α# ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì α(X) = 〈α#, X〉 è ó÷èòûâàÿ Òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì, ÷òî α = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð lcQS ìíîãîîáðàçèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà, òî îíî íîðìàëüíî è åãî êîíòàêòíàÿ ôîðìà Ëè

ðàâíà íóëþ. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå lcQS-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåò-

ñÿ êâàçè-ñàñàêèåâûì. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ôîðìóë (4) è (5) äëÿ êâàçè-

ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ.
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Äëÿ êâàçè-ñàñàêèåâûõ ñòðóêòóð âåðíû ñîîòíîøåíèÿ [2]:

∇ξ(Φ)Y = 〈C̃ξ, Y 〉ξ − η(Y )(C̃ξ), ∇Xξ = −ΦC̃X. (9)

ãäå C̃(X) = ∇ΦXξ, X ∈ X(M). Òîãäà ðàâåíñòâî (4), ñ ó÷åòîì (9) ïðèìåò

âèä:

〈C̃ξ, Y 〉ξ − η(Y )(C̃ξ) = C̃Y + Φ2C̃Y. (10)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Â ñèëó (7), C(ξ) = 0 è ëåâàÿ

÷àñòü ðàâåíñòâà îáðàòèòüñÿ â íóëü. À ïî Îïðåäåëåíèþ 1 ïî÷òè êîíòàêòíîé

ñòðóêòóðû, ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèìåò âèä:

η ⊗ ξ(C̃Y ) = 0

Èçâåñòíî, ÷òî η ⊗ ξ(X) = η(X)ξ [2] , ïîëó÷èì

η ⊗ ξ(C̃Y ) = η(∇ΦY ξ)ξ = 〈∇ΦY ξ, ξ〉ξ = 0.

Íî 〈∇ΦY ξ, ξ〉 = 0 äëÿ ëþáîé AC-ñòðóêòóðû. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

〈ξ, ξ〉 = 1 è òîãî, ÷òî ∇ΦX〈ξ, ξ〉 = 〈∇ΦY ξ, ξ〉 + 〈ξ,∇ΦY ξ〉 = 2〈∇ΦY ξ, ξ〉. Òà-
êèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî âåðíûì äëÿ êâàçè-

ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû.

Ñîîòíîøåíèå (5): ∇ξξ = 0, ëåãêî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (9) è îïðåäå-

ëåíèÿ ýíäîìîðôèçìà C̃:

∇ξξ = −ΦC̃(ξ) = −Φ∇Φξξ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Ñëåäñòâèå 1 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ íå ñîõðàíÿåò ïî÷òè êîí-

òàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó.

Ñëåäñòâèå 2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ñîõðàíÿåò ïî÷òè êîíòàêò-

íóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (η, ξ, Φ, g) ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè, êâàçè-

ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ è êîñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü (η, ξ, Φ, g) � íîðìàëüíàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó : Y = YL + YM. Ðàñïè-

øåì ðàâåíñòâî (4) íà ïåðâîì è âòîðîì ôóíäàìåíòàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè:{
∇ξ(Φ)YL = ∇ΦYL

(ξ)− Φ(∇YL
ξ),

∇ξ(Φ)YM = ∇ΦYM
(ξ)− Φ(∇YM

ξ).
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Òàê êàê

ΦYM = Φ(m(Y )) = Φ(η ⊗ ξ(Y )) = Φ(η(Y )ξ) = η(Y )Φξ = 0,

òî ∇ΦYM
(ξ) = 0. Èç [2] äëÿ íîðìàëüíûõ AC-ñòðóêòóð âåðíî ðàâåíñòâî

∇ξ(Φ)X = 0 : X ∈ L. ñëåäîâàòåëüíî, ∇ξ(Φ)YL = 0. Òîãäà ñèñòåìà ïðè-

ìåò âèä: {
∇ΦYL

(ξ) = Φ(∇YL
ξ),

∇ξ(Φ)YM = −Φ(∇YM
ξ).

Ó÷èòûâàÿ, âèä ïðîåêòîðîâ íà ïåðâîå è âòîðîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå , Y = YL+YM = −Φ2(Y )+ η(Y )ξ (1). Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó, ïîëó÷èì:{
∇−Φ3Y (ξ) = Φ(∇−Φ2Y ξ),

∇ξ(Φ)η(Y )ξ = −Φ(∇η(Y )ξξ).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∇ξ(Φ)ξ ∈ L, òî åñòü l(∇ξ(Φ)ξ) =
∇ξ(Φ)ξ è −Φ2∇ξ(Φ)ξ = ∇ξ(Φ)ξ, ïîëó÷àåì:{

∇ξ(Φ)ξ + Φ∇ξ(ξ) = 0,

∇Φ2(X)(ξ) = Φ∇Φ(X)(ξ).

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû òîæäåñòâåííî âåðíî, òàê êàê ∇ξ(Φ)ξ = ∇ξ(Φξ)−
Φ∇ξ(ξ) = −Φ∇ξ(ξ). Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàíåòñÿ ëèøü îäíî óðàâíåíèå ñèñòå-

ìû:

∇Φ2(X)(ξ) = Φ∇Φ(X)(ξ). (11)

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

Φ-èíâàðèàíòà ïðè âûïîëíåíèè (11).

Âîçìîæíî ïîêàçàòü è îáðàòíîå, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîé ñòðóêòóðû âûïîë-

íåíèå êðèòåðèÿ Φ-èíâàðèàíòíîñòè (4) ñëåäóåò èç (11).

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âåê-

òîðíûõ ïîëåé íà ïåðâîì è âòîðîì ôóíäàìåíòàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, ñ ó÷å-

òîì âèäà ïðîåêòîðîâ íà ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ (1), ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå

X = XL +XM = −Φ2(X) + η(X)ξ = Φ(Y ) + η(X)ξ,

ãäå Y = −ΦX. Ïóñòü Z = ΦY ∈ L. Òîãäà (11)

∇Φ2(Y )(ξ) = Φ∇Φ(Y )(ξ),

çàïèøåòñÿ â âèäå

∇Φ(Z)(ξ)− Φ∇Z(ξ) = 0.
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Ñ ó÷åòîì (4), îíî ðàâíîñèëüíî

∇ξ(Φ)Z = 0 ∀Z ∈ L.

Ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò âåðíî äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ñòðóêòóðû (ñì. [2]).

Ïðè Z = η(X)ξ ∈M, óðàâíåíèå (4) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Äåéñòâè-

òåëüíî:

0 = ∇ξ(Φ)Z −∇ΦZ(ξ) + Φ∇Zξ =

= ∇ξ(Φ)(η(X)ξ)−∇Φη(X)ξ(ξ) + Φ∇η(X)ξξ =

= η(X)∇ξ(Φ)ξ + ξ∇ξ(Φ)(η(X)) =

= η(X)∇ξ(Φξ) + ηΦ∇ξξ + ξ∇ξ(Φη(X)) + ξΦ∇ξ(η(X)) = 0

Íîðìàëüíàÿ AC-ñòðóêòóðà (η, ξ, Φ, g) Φ-èíâàðèàíòíà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà

∇Φ2(X)ξ − Φ∇Φ(X)ξ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ñîõðàíÿåò íîðìàëüíóþ

ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (η, ξ, Φ, g) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

1) ∇Φ2(X)ξ − Φ∇Φ(X)ξ = 0

2) ∇ξξ = 0

3) 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈X,∇Y ξ〉 = 0

Ðàññìîòðèì òåïåðü òîðñîîáðàçóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð. Â

ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4 Òîðñîîáðàçóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ñ îïðåäåëÿ-

þùèìè ýëåìåíòàìè ρ è a ñîõðàíÿåò ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó (η, ξ, Φ, g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = 0 ρ = 0

� Òàê êàê ξ � òîðñîîáðàçóþùåå âåêòîðíîå ïîëå, òî ïî îïðåäåëåíèþ (4):

∇Xξ = ρX + a(X)ξ. (12)

Ïåðåïèøåì óñëîâèÿ Òåîðåìû 3 ñ ó÷åòîì ýòîãî :

Ïåðâîå óñëîâèå (4), ∇ξ(Φ)Y = ∇ΦY (ξ)− Φ(∇Y ξ), ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∇ξ(Φ)X = ρΦX + a(ΦX)ξ − Φ(ρX + a(X)ξ) = a(ΦX)ξ.
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Èç âòîðîãî óñëîâèÿ (5), ∇ξξ = 0, ñëåäóåò, ÷òî

∇ξξ = ρξ + a(ξ)ξ = 0,

a(ξ) = −ρ.

Äàëåå ðàññìîòðèì óñëîâèå (6), êèëëèíãîâîñòè âåêòîðà ξ:

〈∇Xξ, Y 〉+ 〈X,∇Y ξ〉 = 0.

Èç Îïðåäåëåíèÿ 4 :

∇Xξ = a(X)ξ + ρX,

∇Y ξ = a(Y )ξ + ρY.

Ïîäñòàâëÿÿ â (6) ïîëó÷èì:

a(X)η(Y ) + a(Y )η(X) + 2ρ〈X,Y 〉 = 0. (13)

Ïîëîãàÿ X = Y = ξ è X = ξ èç (13) íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî:

ρ = −a(ξ). (14)

a(X) = a(ξ)η(X). (15)

Ïîäñòàâëÿÿ (14) è (15) â (13), ïîó÷àåì:

a(ξ)〈ΦX,ΦY 〉 = 0.

Îòñþäà, a(ξ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ ÿâëÿåòñÿ òîðñîîáðà-

çóþùèì âåêòîðíûì ïîëåì è âåêòîðîì Êèëëèíãà, òî åãî îïðåäåëÿþùèå ýëå-

ìåíòû áóäóò âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ = 0, a = 0. (16)

Îáðàòíî, ïóñòü a = 0 è ρ = 0, ïîêàæåì, ÷òî òîðñîîáðàçóþùèé âåêòîð

áóäåò ñîõðàíÿòü ïî÷òè êîíòàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Φ-èíâàðèàíòíîñòü ðàâíîñèëüíà ñîîòíîøåíèþ ∇ξ(Φ)X = a(ΦX)ξ:

∇ξ(Φ)X − a(ΦX)ξ = ∇ξ(ΦX) + Φ∇ξX =

= ρ(ΦX) + a(ΦX)ξ + Φρ(X) + Φa(X)ξ = 0.

η-èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì ∇ξξ = 0, òîãäà:

∇ξξ = ρξ + a(ξ)ξ = 0.
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a(X)η(Y ) + a(Y )η(X) + 2ρ〈X,Y 〉 = 0.

òàêæå òîæäåñòâåííî âåðíî, òî åñòü òîðñîîáðàçóþùèé âåêòîð ξ � âåêòîð Êèë-

ëèíãà. �

Ðåçóëüòàò ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðèìåíèòü ê lcQS-ñòðóêòóðàì è î÷åâèä-

íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü Ñëåäñòâèå 1 è ÷àñòü Ñëåäñòâèÿ 2 îòíîñèòåëüíî êî-

ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøå-

íèé, îïðåäåëÿþùèõ ýëåìåíòû òîðñîîáðàçóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåê-

òîðà: äëÿ ñòðóêòóð Êåíìîöó ýòî ôîðìóëà ρ = 1 a = η (2), à äëÿ êîñèì-

ïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ρ = 0 a = 0 (3) .

Èñïîëüçîâàòü Òåîðåìó 3 îòíîñèòåëüíî êâàçè-ñàñàêèåâûõ ñòðóêòðó, âêëþ-

÷àþùèõ ñòðóêòóðû Ñàñàêè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè íå ÿâëÿåòñÿ òîðñîîáðàçóþùèì

âåêòîðíûì ïîëåì.
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Î ðàçðåøèìîñòè êâàäðàòíî-ðàäèêàëüíûõ çàäà÷
íà ïîñòðîåíèå â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íååâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ
(àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèÿì Ìàñêåðîíè â ïëîñêî-
ñòè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè)

Ìàðòûíåíêî Âëàäèìèð Ñåìåíîâè÷

Àííîòàöèÿ Â ýòîé ñòàòüå ìû îïèñûâàåì àëãåáðó ìåòðè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è ðàññìàòðèâàåì ìåòðè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî, äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàí-

òû.

ÓÄÊ 514.132.01

Â åâêëèäîâîé è íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèÿõ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è

ñðåäñòâà, êîòîðûìè îíè âûïîëíÿþòñÿ, èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå � îíè ÿâëÿ-

þòñÿ îäíèì èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ èõ èäåé.

Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

èìåþò âåêîâóþ èñòîðèþ, çàêàí÷èâàþùóþñÿ äîêàçàòåëüñòâîì èõ íåâîçìîæ-

íîñòè (çàäà÷à î êâàäðàòóðå êðóãà), â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïîðîé äîïóñ-

êàþò ïðîñòûå ðåøåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ

â íååâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìååò ñâîè ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè.

Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ â ïëîñêîñòè åâ-

êëèäîâîé ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàëèñü åù¼ äðåâíåãðå÷åñêèìè ìàòåìàòèêàìè

â VI-V ââ. äî í. ý. Îíè âûïîëíÿëèñü îãðàíè÷åííûìè ñðåäñòâàìè ëèíåéêîé

è öèðêóëåì (êîìïëåêñ � E ), îòîáðàæàþùèìè ïðÿìóþ è îêðóæíîñòü êàê

ëèíèè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîå-
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íèé ñòàëî âûÿñíÿòüñÿ, ÷òî êîìïëåêñ � E îáëàäàåò èçáûòêîì êîíñòðóêòèâ-

íîé ìîùíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè. Îíè àíàëèòè-

÷åñêè ïðèâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì è êâàäðàòè÷íûì óðàâíåíèÿì � êâàäðàòíî-

ðàäèêàëüíûì âûðàæåíèÿì, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûìè ñðåä-

ñòâàìè.

Â ðàáîòàõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ëàìáåðòà (1728-1777), Êàðíî

(1753-1828), Ñåðâóà (1767-1847) è Áðèàíøîíà (1785-1864) äîêàçàíî, ÷òî

òîëüêî çàäà÷è ïåðâîé ñòåïåíè ðàçðåøèìû îäíîé ëèíåéêîé. Ôðàíöóçñêèé

ìàòåìàòèê Ïîíñåëå (1788-1867) è øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê Øòåéíåð (1796-

1863) äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîé ñòåïåíè äîñòàòî÷íî ëèíåéêè

è öèðêóëÿ ïîñòîÿííîãî ðàñêðûòèÿ. Ðóññêèé ìàòåìàòèê Ä. Ä. Ìîðäóõàé-

Áîëòîâñêîé 1 (1876-1952), èòàëüÿíåö Ñåâåðè (1879-1961) è ÿïîíåö Íàãè

Þëèóñ 2 äîêàçàëè ðàçíûìè ìåòîäàìè, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîé ñòå-

ïåíè äîñòàòî÷íî ëèíåéêè è íà÷åð÷åííîé ìàëîé êîíå÷íîé äóãè îêðóæíîñòè

ñ å¼ öåíòðîì. Ýòîò êðèòèöèçì â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ ìèíèìàëüíû-

ìè ñðåäñòâàìè èç êîìïëåêñà � E îñîáåííî ïðîÿâèëñÿ â ðàáîòàõ ìàòåìàòè-

êîâ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ XX âåêà. Èõ òðóäàìè äîêàçàíî: êîíñòðóêòèâ-

íûå çàäà÷è âòîðîé ñòåïåíè â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ðàçðåøèìû ïðè ïîìî-

ùè ëèíåéêè è äóãè îêðóæíîñòè ñ å¼ öåíòðîì, ëèáî äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ

èëè ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé áåç öåíòðîâ, ëèáî òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îêðóæíîñòåé áåç öåíòðîâ è áåç îáùåé ðàäèêàëüíîé îñè.

Äàòñêèé ãåîìåòð Éîðãåí Ìîð (1.04.1640-26.01.1697) 3 â 1672 ã. â êíèãå

¾Euclides Danicus¿ 4 (¾Äàòñêèé Åâêëèä¿) è, íåçàâèñèìî îò íåãî, â 1797 ã.

èòàëüÿíñêèé ãåîìåòð Ëîðåíöî Ìàñêåðîíè 5 (1750-1800) ïîêàçàëè, ÷òî ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ âòîðîé ñòåïåíè äîñòàòî÷íî ëèøü îäíîãî öèðêóëÿ. Òàê ñëó-

÷èëîñü, ÷òî êíèãà Ìîðà áûëà ìàëî èçâåñòíà ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, ïîýòîìó íå

îêàçàëà âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû. Â 1928 ã. àíòèêâàðíûé ýêçåì-

ïëÿð å¼ áûë îáíàðóæåí Åëüìñëåâîì 6 ó áóêèíèñòà; îí èçó÷èë å¼ è óñòàíî-

1 Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé âûâåäåí ïîä èìåíåì óíèâåðñèòåòñêîãî ïðîôåññîðà Äìèò-
ðèÿ Äìèòðèåâè÷à Ãîðÿèíîâà-Øàõîâñêîãî â ðîìàíå À. È. Ñîëæåíèöûíà ¾Â êðóãå ïåðâîì¿
ñì.: Ñîëæåíèöûí À. È. Â êðóãå ïåðâîì. Ðîìàí. / Ñ 3-ìÿ äîï. àâòîðà, ñò. è ïðèì. Ì. Ïåò-
ðîâîé. Ì.: Íàóêà, 2006. Ñ. 45. (Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê. Ëèòåðàòóðíûå ïàìÿòíèêè).
2 Íåò äàííûõ î ãîäàõ æèçíè.
3 Jørgen Mohr � ëàòèíèçèðîâàííîå èìÿ Georg(ius) Mohr.
4 Georg Mohr, Euclides Danicus (Amsterdam: Jacob van Velsen, 1672).
5 Lorenzo Mascheroni, La Geometria del Compasso (Pavia: Pietro Galeazzi, 1797). Ýòà

êíèãà áûëà, êàê ïîäîáàåò â òàêèõ ñëó÷àÿõ, ïîñâÿùåíà â ñòèõîòâîðíîé ôîðìå èìïåðàòîðó
Íàïîëåîíó Áîíàïàðòó.
6 Johannes Trolle Hjelmslev (7.03.1873-16. 02.1950) � äàòñêèé ìàòåìàòèê, îòåö Ëóè Åëüì-

ñëåâà (Louis Hjelmslev) � âûäàþùåãîñÿ äàòñêîãî ëèíãâèñòà îñíîâàòåëÿ Êîïåíãàãåíñêîãî
ëèíãâèñòè÷åñêîãî êðóæêà, ðàçðàáîòàâøåãî îðèãèíàëüíóþ ñòðóêòóðàëèñòñêóþ òåîðèþ ñî
çíà÷èòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé (ãëîññåìàòèêà).
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âèë, ÷òî êíèãà ñîäåðæèò ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìàñêåðîíè[1,2]. Â êíèãå

Ìàñêåðîíè íå áûëî äàíî îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà, à ðàññìàòðèâàëèñü ðåøå-

íèÿ îäíèì öèðêóëåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ âòîðîé ñòåïåíè. Ïîëíîå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàñêåðîíè, ñ óêàçàíèåì îáùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ �

ìåòîäà èíâåðñèè, áûëî äàíî[3,4] â 1890 ã. ÷åøñêèì (àâñòðèéñêèì) ìàòåìàòè-

êîì Àâãóñòîì Àäëåðîì (1863-1923). Òàêèì îáðàçîì, ê íà÷àëó XX âåêà áû-

ëè ðåøåíû âîïðîñû î äîñòàòî÷íîñòè ìèíèìàëüíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ

êîìïëåêñà � E äëÿ ðàçðåøåíèÿ íà ïîñòðîåíèå çàäà÷ âòîðîé ñòåïåíè, à òàê-

æå áûëà âûÿñíåíà íåðàçðåøèìîñòü êîìïëåêñîì � E ÷åòûð¼õ çíàìåíèòûõ

çàäà÷ äðåâíîñòè: óäâîåíèÿ êóáà, òðèñåêöèè óãëà, î ïðàâèëüíîì ñåìèóãîëü-

íèêå, êâàäðàòóðå êðóãà è îáðàòíîé åé çàäà÷å � öèðêóëÿòóðå êâàäðàòà.

Îòêðûòèå íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè âåëèêèì ðóññêèì ìàòåìàòèêîì

Í. È. Ëîáà÷åâñêèì (1792-1856) è, íåçàâèñèìî îò íåãî, âûäàþùèìñÿ âåíãåð-

ñêèì ìàòåìàòèêîì ßíîøåì Áîéÿè7 (1802-1860), à òàêæå ðàçâèòèå å¼ èäåé

ÿâèëîñü ñîâðåìåííûì ó÷åíèåì îá îñíîâàíèè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, âñåé ìà-

òåìàòèêè è âîîáùå âñÿêîé äåäóêòèâíîé íàóêè.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ïîñòðîåíèé â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñòàëî

îäíèì èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ å¼ èäåé.

Âïåðâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè áûëè

ðàññìîòðåíû ßíîøåì Áîéÿè â åãî ðàáîòå ¾Àïïåíäèêñ¿[5]. Îí äà¼ò ïîñòðîå-

íèå òð¼õ îñíîâíûõ çàäà÷: 1). Ïàðàëëåëè èç äàííîé òî÷êè ê çàäàííîé ïðÿìîé;

2). Óãëà ïàðàëëåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó îòðåçêó; 3). Îòðåçêà,

ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó óãëó ïàðàëëåëüíîñòè, à òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è

î öèðêóëÿòóðå êâàäðàòà.

Ñ óñòàíîâëåíèåì ëîãè÷åñêîé ïðàâèëüíîñòè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ñ

îáùèì å¼ ïðèçíàíèåì â ñâÿçè ñî ñòîëåòíèì þáèëååì äíÿ ðîæäåíèÿ Í. È. Ëî-

áà÷åâñîãî (1892) è êðóãëîé äàòîé ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ßíîøà Áîéÿè (1902) ïî-

ÿâèëèñü èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ðÿäà åâðîïåéñêèõ ìàòåìàòèêîâ: Áàð-

áàðåíà [6] (Paul Jean JosephBarbarin), Æåðàðà [7], Åíãåëÿ [8], Ëèáìàíà [9],

Ñèìîíà [10], Ãðîññìàíà [11], Áàëüäóñà [12], Ãèëüáåðòà [13]. Îíè îæèâèëè

èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèÿì â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è ðàçâèòèè å¼ èäåé, â

÷àñòíîñòè, ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèÿì.

Èçó÷åíèå íàó÷íîãî íàñëåäèÿ è ðàçâèòèÿ èäåé âåëèêîãî ðóññêîãî ãåîìåòðà

Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî ïåðåøëî ê ðóññêèì ìàòåìàòèêàì. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèè

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé â ïðîñòðàíñòâå Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî ïîñâÿùåíû

7 Âåíãåðñêîå íàïèñàíèå èìåíè Bolyai Janos è ïðîèçíîñèòñÿ � [ja :nos bo:ljai], õîòÿ â
ðóññêèõ èñòî÷íèêàõ âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ íàïèñàíèÿ åãî ôàìèëèè: Áîëüÿè,
Áîëüÿé, Áîéàè, Áîÿè, Áîÿé è äàæå Áîëüå.
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òðóäû Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî, Í. Ì. Íåñòîðîâè÷à, Êàãàíà, à òàêæå

óêðàèíñêèõ ìàòåìàòèêîâ � âûäàþùåãîñÿ ãåîìåòðà À. Ñ. Ñìîãîðæåâñêîãî è

ó÷åíèêîâ åãî øêîëû: Í. Ï. Õîìåíêî, Â. Ô. Ðîãà÷åíêî, Ð. È. Äåìàõîâñêîé,

Â. È. Êîáû, Á. ß. Áóêðååâà [14], Ì. Ã. Àíäðèåâñêîé [15], Ê. Ê. Ìîêðûùåâà

è àâòîðà ýòîé ñòàòüè î ðàçðåøèìîñòè áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé ðàñòâîðà öèð-

êóëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè çàäà÷è Ìàñêåðîíè. Â ðàáîòå âåíãåðñêîãî

ìàòåìàòèêà ß. Øòðîìåðà [16] ïîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Ìàñêåðîíè â

ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ îãðàíè÷åííûì ðàñêðûòèåì ðàñòâîðà öèðêóëÿ

(beschränkter Zirkelö�ung) ïðè å¼ ãåîìåòðè÷åñêîì ïîñòðîåíèè.

Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñóùåñòâóåò òðè

ëèíèè âòîðîé ñòåïåíè ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì ãàóññîâîé êðèâèçíû: îêðóæ-

íîñòü, ýêâèäèñòàíòà è ïðåäåëüíàÿ ëèíèÿ, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåí-

íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñðåäñòâàìè: öèðêóëåì, ãèïåðöèðêóëåì è

îðèöèðêóëåì, èõ êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà â ðàáîòå [17, ãë.3, �20].

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå âòîðîé ñòåïåíè â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè, öèðêóëÿ è ãèïåðöèðêóëÿ [18]; ëèíåéêè

è öèðêóëÿ [19,20]; ëèíåéêè è îðèöèðêóëÿ [21]; ëèíåéêè è ãèïåðöèðêóëÿ [22,

23]; ëèíåéêè è íà÷åð÷åííûõ íåêîòîðûõ ôèãóð â ïëîñêîñòè ïîñòðîåíèÿ [24,

25, 26, ãë.VI]; öèðêóëÿ, îðèöèðêóëÿ è ãèïåðöèðêóëÿ [26, ãë. VII, 27]; öèðêóëÿ

è ãèïåðöèðêóëÿ, îðèöèðêóëÿ è ãèïåðöèðêóëÿ [28] ; öèðêóëÿ è îðèöèðêóëÿ,

ãèïåðöèðêóëÿ [29] , îðèöèðêóëÿ [30]; öèðêóëÿ è íà÷åð÷åííîé ïðÿìîé â ïëîñ-

êîñòè ïîñòðîåíèÿ[31].

Îñòàâàëîñü ïðîáëåìíûì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàñêåðîíè [32] ëèøü

îäíèì öèðêóëåì áåç îãðàíè÷åíèÿ åãî ðàñòâîðà, êîòîðîå ïîëó÷åíî àâòîðîì

ýòîé ñòàòüè.

Ìû äîêàçûâàåì â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî Òåîðåìó Ìàñêåðîíè: åñëè

â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âñÿêàÿ çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå ðàçðåøèìà

öèðêóëåì è ëèíåéêîé8, òî îíà ðàçðåøèìà è îäíèì öèðêóëåì.

Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îïèñàíèåì ïðîñòåéøèõ êîíñòðóêòèâíûõ îïå-

ðàöèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ðåøèòü òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå

(1-8), îñíîâíûå (I-III) è ãëàâíûå (À, Á) çàäà÷è, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçèñ-

íûìè ïîñòðîåíèÿìè â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Êðîìå òîãî, ðåøèì âñïîìî-

ãàòåëüíûå çàäà÷è (1◦-7◦). Â ïëîñêîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ äâóìÿ

òî÷êàìè. Îáîçíà÷èì k(O,R) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå Î è ðàäèóñîì R;

8 Äîêàçàíî Í. Ì. Íåñòîðîâè÷åì â ðàáîòå: Íåñòîðîâè÷ Í. Ì. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñòðóêòèâíîì îòíîøåíèè êîìïëåêñà Ì�Á è êîìïëåêñà Å. -Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1939, 22,
� 5, ñ. 233�235. .
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îêðóæíîñòü χ(O,R′) - îáðàç àáñîëþòà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îòíîñèòåëü-

íî îêðóæíîñòè èíâåðñèè. Èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè íåïîñðåä-

ñòâåííî â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè [26, ãë. III, � 16]; à òàêæå ôîðìóëû

ãèïåðáîëè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè [26, ãë. II, � 10].

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ

1◦. Ïîñòðîèòü ìåäèàòðèñó îòðåçêà AB. Ïðîâîäèì îêðóæíî-

ñòè k1 (A,R) è k2 (B,R), R > 1
2AB, èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþò èñêî-

ìóþ ìåäèàòðèñó.

2◦. Ïîñòðîèòü òî÷êó íà ïðÿìîé AB. Ñòðîèì òî÷êè C è D ñèì-

ìåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî AB. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k1(C,R)

è k2(D,R), R > 1
2CD áóäåò èñêîìîé.

3◦. Ïåðåíåñòè äàííûé îòðåçîê AB íà ïðÿìîé AB, îòëîæèâ åãî

îò äàííîé òî÷êè Ñ. Ñòðîèì ìåäèàòðèñó MN îòðåçêà BC (1◦), òî÷êó D

ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k1(M,MA) è k2(N,NA). Òîãäà CD = AB.

1. Óäâîèòü äàííûé îòðåçîê ÀÂ. Îòêëàäûâàåì íà ïðÿìîé ÀÂ îò òî÷-

êè Ñ îòðåçîê CD = AB (3◦). Ñòðîèì ìåäèàòðèñó EF îòðåçêà AC (1◦)

è îòêëàäûâàåì íà ïðÿìîé ÀÂ îò òî÷êè A îòðåçîê AG = CD (3◦). Òîãäà

BG = 2AB.

2. Âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé ÀÂ â äàííîé íà íåé

òî÷êå Ñ. Óäâîèì îòðåçîê ÂÑ (1), DC = CB. Ñòðîèì ìåäèàòðèñó MN îò-

ðåçêà BD = 2BC (1◦). Ñëåäîâàòåëüíî, MC⊥AB.

À. Ïîñòðîèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ÀÂ ñ äàííîé îêðóæ-

íîñòüþ k(O, R). Ñëó÷àé (A1), êîãäà ÀÂ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòü, íå

ïðîõîäèò ÷åðåç å¼ öåíòð. Ñòðîèì òî÷êó O1, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå Î îòíîñè-

òåëüíî ïðÿìîé ÀÂ, è îêðóæíîñòü k1(O1, R). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé

k(O,R) è k1(O1, R) � èñêîìûå.

3. Óäâîèòü äàííûé∠AOB. Ñòðîèì òî÷êó D, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå À

îòíîñèòåëüíî ÎÂ. Òîãäà ∠AOD = 2∠AOB.

I. Ïîñòðîèòü óãîë ïàðàëëåëüíîñòè α=Π(ÀÂ), ñîîòâåòñòâóþùèé

äàííîìó îòðåçêó ÀÂ. Ñòðîèì BM⊥AB (2), îêðóæíîñòü k(A,R), R > AB

è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Ñ è D ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé BM(A1), ÑÂ=ÂD.

Óäâàèâàåì îòðåçîê ÀÑ, ÑÅ=2ÀÑ, Ñ è Å � äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûå òî÷êè îêðóæíîñòè k(A,R) (1). Ñòðîèì îêðóæíîñòü k1(A,BD) è òî÷êè

N è L ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé ED(A1). Òîãäà AN ‖ BM è

LA ‖ MB, ñëåäîâàòåëüíî, ∠BAN =
∏
(AB) � èñêîìûé óãîë ïàðàëëåëüíî-

ñòè [26, ñ. 64].
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Ðèñ. 1

À). Ïîñòðîåíèå îáðàçà àáñîëþòà ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè èíâåðñèè.
Á). Ïîñòðîåíèå òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé äàííîé òî÷êå îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè èíâåðñèè.

4◦. Ïîñòðîèòü îáðàç χ(O, R') àáñîëþòà ïëîñêîñòè ïðè èíâåð-

ñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè k(O,R). Ñòðîèì îêðóæíîñòü èíâåðñèè

k(O,R), ãäå R=2OA (1) è OA - ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, óãîë ïàðàëëåëüíî-

ñòè ∠AOA′ =
∏
(OA) (I), òî÷êó A1, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå À îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé OA′, è òî÷êó O1 ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k1(A,OA) è k2(A1, OA)

(ðèñ. 1, À). Òîãäà OO1 = R′ -ðàäèóñ èñêîìîé îêðóæíîñòè χ(O,R′). Äåé-

ñòâèòåëüíî, èç ïðÿìîóãîëüíîãî 4OO2A èìååì: thOO2

r = thOA2r cos
∏
(OA),

èëè th OO
2r = th2 R2r , òàê êàê cos

∏
(OA) = th R2r [26, ñòð. 54]. Ñëåäîâàòåëüíî,

OO1 = R′.

5◦. Ïîñòðîèòü òî÷êó À', ñèììåòðè÷íóþ äàííîé òî÷êå À îòíî-

ñèòåëüíî îêðóæíîñòè k(O,R). Ñòðîèì îêðóæíîñòü èíâåðñèè k(O,R)

è îêðóæíîñòü k2(O,OA) (ðèñ.1, Á). Ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Â îêðóæ-

íîñòè k(O,R) âîññòàíàâëèâàåì ïåðïåíäèêóëÿð O1B ê ÎÂ (2), O1B -

ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê òàêîé, ÷òîáû îêðóæíîñòü k1(O1, O1B) ïåðåñåêàëà

îêðóæíîñòü k2(O,OA). Å - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k1(O1, O1B) è

k2(O,OA). Íàõîäèì òî÷êó Dïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè k1(O1, O1B) è ïðÿìîé

OE(A1). Òàê êàê îêðóæíîñòè k è k1 ïî ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíûå, òî òî÷-

êè E è Dïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à OD è îêðóæíîñòè k1(O1, O1B) ñèììåòðè÷íûå

îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè k(O,R) [26, ñ. 51].

Ñòðîèì ìåäèàòðèñó OM îòðåçêà AE (1◦). Òî÷êà A1, ñèììåòðè÷íà òî÷êå

D îòíîñèòåëüíî ÎÌ - èñêîìàÿ.

6◦. Ïîñòðîèòü ëèíèþ, ñèììåòðè÷íóþ äàííîé ïðÿìîé ÀÂ îòíî-

ñèòåëüíî îêðóæíîñòè èíâåðñèè k(O,R). Ïóñòü ïðÿìàÿ ÀÂ íå èìååò

îáùèõ òî÷åê ñ îêðóæíîñòüþ χ(O,R′). Íà ïðÿìîé ÀÂ ñòðîèì ïðîèçâîëü-
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Ðèñ. 2 Ïîñòðîåíèå ëèíèè, ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

èíâåðñèè

íóþ òî÷êó O2 (2◦). Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4OHO2, ∠OHO2 =
∏
2

(ðèñ. 3), èç åãî ïîñòðîåíèÿ íàéä¼ì îòðåçîê O2H. Ñòðîèì ïðîèçâîëüíóþ

îêðóæíîñòü k3(O3, R3) è èç å¼ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Ð ïðîâîäèì îêðóæ-

íîñòü k(P,R′), ïóñòü F îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k3 è k4.

Òîãäà PF = R′. Ñòðîèì PL⊥PF (2), îêðóæíîñòü k5(F,OO2) è òî÷êó Q

ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè k5 ñ ïðÿìîé PL(A1). Êàòåò O2H = PQ. Ïðîâî-

äèì îêðóæíîñòü k2(O2, O2H), ïî ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíóþ îêðóæíîñòè

χ(O,R′); Í - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ñòðîèì òî÷êó O′, ñèì-

ìåòðè÷íóþ òî÷êå Î îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÂ, òî÷êè Ñ è D ïåðåñå÷åíèÿ

îêðóæíîñòè k2(O2, O2H) ñ ïðÿìîé OO′(A1). Ñòðîèì òî÷êè O1 è B1, ñèì-

ìåòðè÷íûå ñîîòâåòñòâåííî òî÷êàì D è Â îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè k(O,R)

(5◦). Îêðóæíîñòü k1(O1, O1B1) åñòü îáðàç ïðÿìîé ÀÂ îòíîñèòåëüíî îêðóæ-

íîñòè èíâåðñèè k(O,R). Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ãèïåðáîëè÷åñêèå äëèíû

îòðåçêîâ OE = ρ, EO1 = R1, OM = a, OD = b (ðèñ. 2), òîãäà èç ñèììåò-

ðè÷íîñòè òî÷åê O1 è D îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè k(O,R) [26, ñ. 54]
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Ãäå 2a − b > 0, a > b, åñëè áû a = b, òîãäà R′ = a, ÷òî íåâîçìîæíî, èáî

R′ < 1
2OO

′. Ñëåäîâàòåëüíî, OC = DO′ = 2a− b (ðèñ. 2).
Èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Ñ è D, ñèììåòðè÷íûå êàê îòíî-

ñèòåëüíî îêðóæíîñòè χ(O,R′), òàê è îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÂ, òî åñòü â

òî÷êàõ Ñ è D ïåðåñåêàåòñÿ ïó÷îê îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ îêðóæíî-

ñòè χ(O,R′) ñ öåíòðàìè íà ïðÿìîé ÀÂ, ïðè÷åì òî÷êà D îòîáðàæàåòñÿ ïðè

èíâåðñèè îêðóæíîñòè k(O,R) â òî÷êó O1 - öåíòð îêðóæíîñòè îáðàçà ïðÿìîé

ÀÂ.

Á. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ ÀÂ è CD.

Ñòðîèì îêðóæíîñòü èíâåðñèè k(O,R), îêðóæíîñòü χ(O,R′) (4◦), ãäå Î -

ïðîèçâîëüíàÿ, è îêðóæíîñòè k1(O1, R1) è k2(O2, R2), â êîòîðûå îòîáðàæà-

þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûå ÀÂ è CD ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæ-

íîñòè k(O,R) (6). M1 - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k1 è k2. Òî÷êà Ì,

ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êåM1 îòíîñèòåëüíî k(O,R) (5
◦), - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàí-

íûõ ïðÿìûõ.

4. Ðàçäåëèòü ïîïîëàì äàííûé îòðåçîê ÀÂ. Ñòðîèì ìåäèàòðèñóMN

îòðåçêà AB (1◦), îêðóæíîñòü èíâåðñèè k(O,R) è îêðóæíîñòü χ(O,R′) (4◦),

ãäå Î � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è MN

(Á), îíà èñêîìàÿ.

7◦. Ðàçäåëèòü ïîïîëàì äóãó ÂB äàííîé îêðóæíîñòè k(O,R).

Ñòðîèì ìåäèàòðèñó MN îòðåçêà AB (1◦), íà íåé - ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O1

è îêðóæíîñòü èíâåðñèè k1(O1, R1) òàêîãî ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R1, ÷òîáû

äàííàÿ îêðóæíîñòü k(O,R) ëåæàëà âíóòðè k1(O1, R1). Íàõîäèì òî÷êè A1 è

B1, ñèììåòðè÷íûå ñîîòâåòñòâåííî òî÷êàì À è Â îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

èíâåðñèè k1(O1, R1) (5
◦). Äåëèì òî÷êîé F1 ïîïîëàì îòðåçîê A1B1 (4). Ñòðî-

èì òî÷êó F, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå F1 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè k1(O1, R1)

(5◦), è óäâàèâàåì îòðåçîê OF, LF = 2OF (1). Òî÷êè F è L - èñêîìûå.

À. Ïîñòðîèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ÀÂ ñ äàííîé îêðóæíî-

ñòüþ k(O,R). Ñëó÷àé (A2), êîãäà ïðÿìàÿ AB ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæ-

íîñòè k(O,R). Ïîñòðîèì íà îêðóæíîñòè òî÷êè C è D, ñèììåòðè÷íûå îòíî-

ñèòåëüíî ïðÿìîé AB (2◦). Òî÷êè F è L ñåðåäèíû äóãè ĈD (7◦) � èñêîìûå.

5. Ðàçäåëèòü ïîïîëàì äàííûé óãîë ∠AOB. Ñòðîèì îêðóæíîñòü

k(O,R), òî÷êè C è D ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè ∠AOB

(A2). Ìåäèàòðèñà OE îòðåçêà CD (1◦) äåëèò ïîïîëàì ∠AOB.

6. Ïåðåíåñòè äàííûé îòðåçîê ÀÂ íà äàííóþ ïðÿìóþ MN, îò-

ëîæèâ åãî îò òî÷êè Ñ. Ñòðîèì òî÷êè D è E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé MN è

îêðóæíîñòè k(C,AB) (A2). Òîãäà CE = CD = AB.
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7. Ïîñòðîèòü óãîë, ðàâíûé äàííîìó ∠AOB, ïðè äàííîé ïðÿìîé

MN â çàäàííîé íà íåé òî÷êå Ñ. Ñòðîèì îêðóæíîñòü k(O,OA), êîòîðàÿ

ïåðåñåêàåò â òî÷êå D ñòîðîíó ÎÂ äàííîãî∠AOB (A2), îêðóæíîñòü k(C,OA)

è Å - òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé MN(A2). Íàõîäèì F è

Ð � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé k(C,OA) è k2(E,AD). Òîãäà ∠FCE =

∠ECP = ∠AOB.

8. Èç äàííîé òî÷êè À îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð íà äàííóþ ïðÿ-

ìóþ ÂÑ. Ñòðîèì òî÷êó A1, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå À îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

ÂÑ, è òî÷êó Ì ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA1è ÂÑ (Á), ÀÌ - èñêîìûé ïåðïåí-

äèêóëÿð.

II. Ïîñòðîèòü îòðåçîê ÎÌ, äëÿ êîòîðîãî äàííûé ∠AOB ÿâëÿåòñÿ

óãëîì ïàðàëëåëüíîñòè. Ñòðîèì îêðóæíîñòü èíâåðñèè k(O,R) è îêðóæ-

íîñòü χ(O,R′) (4◦), ãäå Î âåðøèíà ∠AOB, UO1⊥OA (2), ãäå U è O1 - òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî îêðóæíîñòè χ(O,R′) è ïðÿìîé OA(A2), ïðÿìûõ

UO1 è ÎÂ (Á), è òî÷êóÌ, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êåM1 ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè

k1(O1, O1M) è ïðÿìîé OB(A2) îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè èíâåðñèè k(O,R)

(5◦). Òàê êàê îêðóæíîñòü k1(O1, O1M) - îáðàç ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó Ì, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ÎÂ è ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé ÎÀ, îòíîñèòåëü-

íî îêðóæíîñòè èíâåðñèè, òî îòðåçîê ÎÌ - èñêîìûé.

III. ×åðåç äàííóþ òî÷êó À ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÀÅ, ïàðàëëåëüíóþ

äàííîé ïðÿìîé ÂÑ. Ñòðîèì AD⊥BC (8) è óãîë ïàðàëëåëüíîñòè ∠DAE =∏
(AD) (I). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå ÀÅ è ÂÑ ïàðàëëåëüíûå.

Òàêèì îáðàçîì, î ðàçðåøèìîñòè ïîñòðîåíèé çàäà÷è Ìàñêåðîíè â ïëîñ-

êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ëèøü îäíèì öèðêóëåì áåç îãðàíè÷åíèé åãî ðàñòâîðà

äîêàçàíî.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû Ìàñêåðîíè è ðàáîò [28,29,30] ñëåäóåò, ÷òî îðè-

öèðêóëü, ãèïåðöèðêóëü è öèðêóëü, êàê ñðåäñòâà ïîñòðîåíèÿ çàäà÷ âòîðîé

ñòåïåíè â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, â êîíñòðóêòèâíîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû

ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàííîé òåîðåìîé Ìàñêåðîíè çàâåðøàþòñÿ êðèòè÷åñêèå èññëå-

äîâàíèÿ òåîðèè ïîñòðîåíèÿ çàäà÷ âòîðîé ñòåïåíè â ïëîñêîñòè íååâêëè-

äîâîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî êîìïëåêñîì: ëèíåéêà � îðèöèðêóëü �

ãèïåðöèðêóëü � öèðêóëü, êîòîðûå ðàçðàáîòàëè, â îñíîâíîì, ñîâåò-

ñêèå ãåîìåòðû Ä.Ä.Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé, Â.Ô.Êàãàí, Í.Ì.Íåñòîðîâè÷,

À.Ñ.Ñìîãîðæåâñêèé, Í.Ï.Õîìåíêî, Ð.È.Äåìàõîâñêàÿ, Â.Ô.Ðîãà÷åíêî,

Ê.Ê.Ìîêðèùåâ, Â.Ñ.Ìàðòûíåíêî.
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On the solvability of square-radical problems assigned to construct

the non-euclidian geometry in lobachevsky's plane by means of a

compass.

(similar to mascheroni's constructions in the plane of the euclidian

geometry) .

The Masceroni theorem is proved for Lobachevsky's geometry: if in

Lobachevsky's geometry any construction problem is solvable by means of

a compasses and a rule, it is solvable by means of a compasses only as well.

The method of inversion relative to the circle in a plane of the non-Euclidean

geometry is used as a proof.


