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Î ïîñòðîåíèè ñèëüíî-èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé
â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

Â.À. Ãîðüêàâûé

Abstract The paper deals with the so called strongly isotropic surfaces in the

Minkowski space. These surfaces were introduced by K. Ilienko and studied

by V. Gorkavyy as an isotropic analogue of the space- and time-like surfaces

with vanishing mean curvature. We present a method to prove the existence

as well as to construct concrete examples of strongly isotropic surfaces in the

Minkowski space.

Keywords Minkowski space, lightlike surface, mean curvature, conjugate net,

Gauss map, conformal transformation, Laplace transformation

1 Ââåäåíèå

Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En+1 õàðàê-

òåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì íåòðèâèàëüíûõ êîíôîðìíûõ äåôîðìàöèé ñ

ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà îáðàçà [1], [2]. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì

îáëàäàþò ïðîñòðàíñòâåííî- è âðåìåíè-ïîäîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâîé

ñðåäíåé êðèâèçíîé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Mn+1: òîëüêî òàêèå

ïîâåðõíîñòè â Mn+1 äîïóñêàþò êîíôîðìíûå äåôîðìàöèè ñ ñîõðàíåíèåì

ãðàññìàíîâà îáðàçà, îòëè÷íûå îò ãîìîòåòèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â

Mn+1; äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, à òàêæå è àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ äåôîðìàöèé, ïðèâåäåíî â ðàáîòå [3]. ×òî êàñàåòñÿ

èçîòðîïíûõ (ñâåòî-ïîäîáíûõ) ïîâåðõíîñòåé â Mn+1, òî íàëè÷èåì

íåòðèâèàëüíûõ êîíôîðìíûõ äåôîðìàöèé ñ ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà

îáðàçà õàðàêòåðèçóþòñÿ äâà êëàññà ïîâåðõíîñòåé [3]:
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1) íóëü-ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè âMn+1, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáðàçîâàíà

èçîòðîïíûìè ïðÿìûìè ïðîñòðàíñòâà Mn+1 è ìîæåò áûòü çàäàíà ðàäèóñ-

âåêòîðîì âèäà ρ(u, v) = ξ(v) + uη(v), ãäå 〈η, η〉M = 0, 〈η, ξ′〉M = 0;

2) ñèëüíî-èçîòðîïíûå ïîâåðõíîñòè â Mn+1, êàæäàÿ èç êîòîðûõ,

ïî îïðåäåëåíèþ, ìîæåò áûòü çàäàíà ðàäèóñ-âåêòîðîì âèäà ρ(u, v),

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì

∂uvρ = P ∂uρ + Q∂vρ, (1)

〈 ∂uρ , ∂uρ 〉M = 0, 〈 ∂uρ , ∂vρ 〉M = 0. (2)

[∂uρ , ∂vρ , ∂uuρ ] 6= 0. (3)

Óêàçàííàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü ñèëüíî-èçîòðîïíûå è

íóëü-ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè êàê èçîòðîïíûå àíàëîãè ïîâåðõíîñòåé ñ

íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíîé â En+1 è Mn+1.

Ïðîñòðàíñòâåííî- è âðåìåíè-ïîäîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâîé ñðåäíåé

êðèâèçíîé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîëíî è

ïîäðîáíî êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,

òàê è ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð � â ðàìêàõ òåîðèè

ñòðóí, òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è ò.ä., ñì. [4]-[8]. Êëàññ íóëü-

ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé â Mn+1 òàêæå èçó÷åí äîñòàòî÷íî õîðîøî â âèäó

ïðîñòîòû ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé [9]. Â òî æå âðåìÿ,

ñèëüíî-èçîòðîïíûå ïîâåðõíîñòè âïåðâûå áûëè âûäåëåíû ñðàâíèòåëüíî

íåäàâíî â ðàáîòàõ Ê.Â.Èëüåíêî ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ ïðèìåíåíèåì

ìåòîäîâ ñïèíîðíî-òâèñòîðíîãî àíàëèçà 10]-[12], à ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ � â óïîìÿíóòîé ðàáîòå àâòîðà [3], ñì. òàêæå [13].

Â ýòîé ñâÿçè âûçûâàþò èíòåðåñ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ

è ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíî-èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêîãî. Ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðå÷ü èäåò î ðàçðåøèìîñòè

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)-(2), äîïîëíåííîé óñëîâèåì

ðåãóëÿðíîñòè (3).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñèëüíî-

èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè Φ2 â Mn+1 c ðàäèóñ-âåêòîðîì ρ(u, v),

óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèÿì (1)-(3), ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ íåëèíåé÷àòîé

ïîâåðõíîñòè F 2 â En, íåñóùåé ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ((u, v)) ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà F 2 îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ ñåòü;

á) ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé v = const íà F 2 îáðàçîâàíî

ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïñåâäî-åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïîâåðõíîñòü F 2 â En, n ≥ 4, äîïóñêàþùóþ

ïàðàìåòðèçàöèþ ñî ñâîéñòâàìè à) è á), ìû íàçûâàåì îáîáùåííîé

ïîâåðõíîñòüþ Ôîññà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè n = 3, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ

çàäàííîãî íà ïîâåðõíîñòè â E3 ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé âñåãäà ìîæíî

ïîäîáðàòü ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ ëèíèé. Â òî-æå âðåìÿ, ïðè n ≥ 4 íàëè÷èå

íà ïîâåðõíîñòè ñåòè ñîïðÿæåííûõ ëèíèé óæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì

îãðàíè÷åíèåì. Ïîýòîìó îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòè Ôîññà îáðàçóþò î÷åíü

ñïåöèàëüíûé êëàññ ïîâåðõíîñòåé â En, n ≥ 4. Ýòîò êëàññ íå ïóñò �

ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûé òîð Êëèôôîðäà â E4.

Äîêàçàííîå íàìè óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò êàê ïî çàäàííîé îáîáùåííîé

ôîññîâîé ïîâåðõíîñòè â En ïîñòðîèòü ñèëüíî-èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü

â Mn+1, òàê è íàîáîðîò � ïî çàäàííîé ñèëüíî-èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè

â Mn+1 ïîñòðîèòü îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà â En. Ïîëåçíûì

ïðèìåíåíèåì òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåîæèäàííûõ

äåôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäàåìûõ äåôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ñèëüíî-

èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Îïèøåì ñòðóêòóðó ðàáîòû. Â ÷àñòè 2 ïðåäñòàâëåíû îáùèå ñâîéñòâà

ñèëüíî-èçîòðîïíâõ ïîâåðõíîñòåé ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Â ÷àñòè 3

äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèëüíî-

èçîòðîïíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è îáîáùåííûìè ïîâåðõíîñòÿìè Ôîññà. Â ÷àñòè

4 îïèñàíû íåòðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà.

2 Ñèëüíî èçîòðîïíûå ïîâåðõíîñòè â Mn

Çàôèêñèðóåì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Mn+1 ñòàíäàðòíûå

êîîðäèíàòû x0, ..., xn, â êîòîðûõ ìåòðèêà Mn+1 çàïèøåòñÿ â âèäå dσ2 =

(dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − ... − (dxn)2. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ äâóìåðíóþ

ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè ðàäèóñ-âåêòîðîì

x =

 x0

...

xn

 =

 ρ0(u, v)

...

ρn(u, v)

 = ρ(u, v).

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TPΦ
2 ê Φ2 â òî÷êå P ∈ Φ2 íàòÿíóòà íà âåêòîðû

∂uρ è ∂vρ. Èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà Φ2 èìååò âèä ds2 = g11du
2 +

2g12dudv+g22dv
2, ãäå g11 = 〈∂uρ, ∂uρ〉M , g12 = 〈∂uρ, ∂vρ〉M , g22 = 〈∂vρ, ∂vρ〉M

� ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â Mn+1.
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Ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1 íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè åå

ìåòðèêà ds2 âûðîæäåíà, det g = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîé òî÷êå P

íà ïîâåðõíîñòè Φ2 â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TPΦ
2 èìååòñÿ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåííîå èçîòðîïíîå íàïðàâëåíèå, à ñàìà ïîâåðõíîñòü Φ2 îäíîçíà÷íûì

îáðàçîì ðàññëàèâàåòñÿ â ñåìåéñòâî èçîòðîïíûõ êðèâûõ. Íå óìåíüøàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòû u è v íà Φ2 òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå

ëèíèè v = const ïðåäñòàâëÿëèñü óêàçàííûìè èçîòðîïíûìè êðèâûìè. Ïðè

òàêîì âûáîðå êîîðäèíàò ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè Φ2 ïðèìåò âèä ds2 = g22dv
2,

ãäå g22 < 0.

Èçîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü Φ2 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî-èçîòðîïíîé, åñëè åå

ðàäèóñ-âåêòîð ρ(u, v) óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

∂uvρ = P∂uρ+Q∂vρ+R∂uuρ,

è ïðè ýòîì ∂uρ, ∂vρ è ∂uuρ ëèíåéíî íåçàâèñèìû [3]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà

ñèëüíî èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò û = û(u, v), v̂ =

v̂(v), òî èçîòðîïíûå ëèíèè v = const ïåðåéäóò â èçîòðîïíûå ëèíèè v̂ = const,

à ðàäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∂ûv̂ρ = P̂ ∂ûρ+ Q̂∂v̂ρ+ R̂∂ûûρ,

ñ R̂ =
(
−∂û∂v +R∂û

∂u

)
dv
dv̂ . Êàê ñëåäñòâèå, óêàçàííóþ çàìåíó êîîðäèíàò ìîæíî

ñäåëàòü òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò R̂ îáðàòèëñÿ â íîëü � â ýòîì ñëó÷àå

êîîðäèíàòû íà ñèëüíî-èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâûìè.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîîðäèíàòû (u, v)

íà ñèëüíî-èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè Φ2 ⊂ Mn+1 èçíà÷àëüíî âûáðàíû

ëèóâèëëåâûìè, ò.å. R = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé îïðåäåëÿþùèé íàáîð óðàâíåíèé,

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ðàäèóñ-âåêòîð ρ(u, v) ñèëüíî-èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñ-

òè Φ2 ⊂Mn+1 â ëèóâèëëåâûõ êîîðäèíàòàõ:

∂uvρ = P∂uρ+Q∂vρ, (4)

〈∂uρ, ∂uρ〉M = 0, (5)

〈∂uρ, ∂vρ〉M = 0. (6)

Òàêæå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü è óïîìÿíóòîå âûøå óñëîâèå

[∂uρ, ∂vρ, ∂uuρ] 6= 0, (7)

êîòîðîå îáîáùàåò ñòàíäàðòíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè [∂uρ, ∂vρ] 6= 0.
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Ñóùåñòâóþò ëè ñèëüíî-èçîòðîïíûå ïîâåðõíîñòè â Mn+1? Ñ

àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé (4)-(7)? Âîçìîæíû ðàçíûå òðàêòîâêè ýòîé çàäà÷è, êîãäà

ëèáî ôóíêöèè P (u, v) è Q(u, v) ñ÷èòàþòñÿ íàïåðåä çàäàííûìè, ëèáî îíè

íåèçâåñòíû, à óñëîâèå (4) òðàêòóåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó

âåêòîðàìè ∂uρ, ∂vρ è ∂uvρ.

Íèæå ìû äàäèì èíòåðïðåòàöèþ îïèñàííîé çàäà÷è â ðàìêàõ

êëàññè÷åñêîé åâêëèäîâîé òåîðèè ïîâåðõíîñòåé.

3 Ïîñòðîåíèå ñèëüíî-èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé

Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ρ(u, v) ñèëüíî-èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè Φ2 â

Mn+1 ðàññìîòðèì îòäåëüíî âðåìåííóþ êîìïîíåíòó t(u, v) = ρ0(u, v) è

ïðîñòðàíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ r(u, v) = (ρ1(u, v), ..., ρn(u, v)). Âåêòîð-

ôóíêöèþ r(u, v) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàäèóñ-âåêòîð äâóìåðíîé

ïîâåðõíîñòè F 2 â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñ ìåòðèêîé dσ2 =

(dx1)2 + (dx2)2 + ... + (dxn)2. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

〈, 〉M â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Mn+1 è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈, 〉
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En, óðàâíåíèÿ (4)-(6) äëÿ ρ(u, v) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ t(u, v) è r(u, v) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂uvt = P∂ut+Q∂vt, (8)

(∂ut)
2 = 〈∂ur, ∂ur〉, (9)

∂ut ∂vt = 〈∂ur, ∂vr〉, (10)

∂uvr = P∂ur +Q∂vr. (11)

Óðàâíåíèå (11) äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r(u, v) îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå

ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ En ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî

âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû P è Q èãðàþò

ðîëü ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ En, ò.å. P = Γ 1
12, Q = Γ 2

12.

Óðàâíåíèÿ (8)-(10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèþ t(u, v) ñ âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé

ïîâåðõíîñòè F 2. À èìåííî, åñëè îáîçíà÷èòü ìåòðèêó F 2 ÷åðåç ds2F =

G11(du)2 + 2G12dudv + G22(dv)2, òî óðàâíåíèÿ (8)-(10) ïåðåïèøóòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂uvt = Γ 1
12∂ut+ Γ 2

12∂vt, (12)
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(∂ut)
2 = G11, (13)

∂ut∂vt = G12. (14)

Çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè u íà −u, ñîîòíîøåíèÿ (13)-(14) ìîæíî

ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ut =
√
G11, (15)

∂vt =
G12√
G11

. (16)

Ïðîàíàëèçèðóåì ñîâìåñòíîñòü ñîîòíîøåíèé (12), (15) è (16). Äëÿ ýòîãî

âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè

∂vG11 = 2Γ i12Gi1, ∂uG11 = 2Γ i11Gi1, ∂uG12 = Γ i11Gi2 + Γ i12Gi1. (17)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (15) ïî v:

∂vut =
1√
G11

Γ i12Gi1. (18)

Ïîäñòàâëÿÿ (15), (16) è (18) â (12), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

1√
G11

Γ i12Gi1 = Γ 1
12

√
G11 + Γ 2

12

G12√
G11

. (19)

Èíà÷å ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé (15) è (16).

Äàëåå, ïðîäèôôåðåíöèðóåì (16) ïî u:

∂uvt =
1√
G11

Γ i11Gi2 +
1√
G11

Γ i12Gi1 −
G12

(
√
G11)3

Γ i11Gi1. (20)

Ïðèðàâíèâàÿ (18) è (20), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Γ 2
11 = 0. (21)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ñîîòíîøåíèé (15) è (16) ÿâëÿåòñÿ

óñëîâèå (21), íàêëàäûâàåìîå íà ñîïðÿæåííóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòü (u, v)

ïîâåðõíîñòè F 2.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèå (21) îçíà÷àåò ãåîäåçè÷íîñòü

êîîðäèíàòíûõ ëèíèé v = const íà ïîâåðõíîñòè F 2. Ïðè ýòîì, â ñëåäñòâèå

(13)-(14), ìåòðèêà F 2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ds2F = (∂ut)
2(du)2 + 2∂ut∂vtdudv +G22(dv)2 = (dt)2 + Ĝ22(dv)2,

à çíà÷èò t(u, v) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð âäîëü

ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé v = const íà F 2, îòñ÷èòûâàåìûé îò êàêîé-ëèáî

îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà ëèíèé v = const.
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Çàâåðøàÿ àíàëèç, ðàññìîòðèì óñëîâèå (7). Î÷åâèäíî, ÷òî èç ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ∂ur, ∂vr, ∂uur âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

âåêòîðîâ ∂uρ, ∂vρ, ∂uuρ. Åñëè æå âåêòîðû ∂ur, ∂vr, ∂uur ëèíåéíî çàâèñèìû,

ò.å. ∂uur = Γ 1
11∂ur + Γ 2

11∂vr, òî òîãäà, ñ ó÷åòîì (15)- (16) è (17), ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ∂uut = Γ 1
11∂ut+ Γ 2

11∂vt, à çíà÷èò ∂uρ, ∂vρ, ∂uuρ òîæå ëèíåéíî

çàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (7) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

[∂uρ, ∂vρ, ∂uuρ] 6= 0, (22)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óñëîâèå (22) îçíà÷àåò, ÷òî íà ðåãóëÿðíîé

ïîâåðõíîñòè F 2 íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé

v = const íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ó÷èòûâàÿ ãåîäåçè÷íîñòü ëèíèé v = const

íà F 2, óñëîâèå (7) îçíà÷àåò, ÷òî êðèâèçíà ëèíèé v = const êàê êðèâûõ

En íå îáðàùàåòñÿ â íîëü; â ÷àñòíîñòè, êðèâûå v = const íå ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû ïðÿìûìè â En.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå äâà

óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü Φ2 � ñèëüíî-èçîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü â Mn+1,

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ëèóâèëëåâûìè êîîðäèíàòàìè (u, v). Ïóñòü ρ(u, v) =

(t(u, v), r(u, v)) � ðàäèóñ-âåêòîð Φ2, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (4)-(7).

Òîãäà ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ En, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(u, v), íåñåò

ñîïðÿæåííóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòü (u, v), ó êîòîðîé êîîðäèíàòíûå ëèíèè

v = const ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè êðèâûìè íà F 2, ïðè ýòîì íîðìàëüíàÿ

êðèâèçíà F 2 â íàïðàâëåíèè ëèíèé v = const íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ôóíêöèÿ

t(u, v) ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé v =

const, îòñ÷èòûâàåìûì îò êàêîé-ëèáî îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà

ëèíèé v = const.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü F 2 � ïîâåðõíîñòü â En, çàäàííàÿ ðàäèóñ-

âåêòîðîì r(u, v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà F 2 îáðàçóþò

ñîïðÿæåííóþ ñåòü, ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå ëèíèè v = const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè è íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà F 2 â íàïðàâëåíèè ëèíèé v =

const íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïóñòü t(u, v) � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð âäîëü

ãåîäåçè÷åñêèõ v = const, îòñ÷èòûâàåìûé îò êàêîé-ëèáî îðòîãîíàëüíîé

òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà ëèíèé v = const. Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîð ρ(u, v) =

(t(u, v), r(u, v)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4)-(7) è çàäàåò ñèëüíî-èçîòðîïíóþ

ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1, ïàðàìåòðèçîâàííóþ ëèóâèëëåâûìè êîîðäèíàòàìè

(u, v).
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Â âèäó äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùèå

îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîîðäèíàòû (u, v) íà ïîâåðõíîñòè F 2 â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå En íàçîâåì ëèóâèëëåâûìè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

òðåáîâàíèÿ:

1) êîîðäèíàòíûå ëèíèè îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ ñåòü íà F 2;

2) ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé v = const ïðåäñòàâëåíî ãåîäåçè÷åñêè-

ìè êðèâûìè F 2;

3) íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà F 2 â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé v =

const íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü F 2 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå En íàçîâåì îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòüþ Ôîññà, åñëè íà íåé ìîæíî ââåñòè

ëèóâèëëåâû êîîðäèíàòû.

Òîãäà Óòâåðæäåíèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî ñèëüíî-èçîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü

â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ïîðîæäàåò îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñâîþ î÷åðåäü, Óòâåðæäåíèå 2 ïîçâîëÿåò

ïî çàäàííîé îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòè Ôîññà â En ïîñòðîèòü ñèëüíî-

èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü â Mn+1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � òîð Êëèôôîðäà, çàäàâàåìûé ðàäèóñ-

âåêòîðîì r(u, v) = (a cosu, a sinu, b cos v, b sin v), ãäå a, b � ïîñòîÿííûå.

Êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà òîðå Êëèôôîðäà îáðàçóþò ñåòü ëèíèé êðèâèçíû,

ò.å. óñëîâèå ñîïðÿæåííîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé âûïîëíåíî. Êðîìå òîãî,

ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä ds2 = a2du2 + b2du2 è, â ÷àñòíîñòè,

êîîðäèíàòíûå ëèíèè v = const ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Ïîýòîìó òîð

Êëèôôîðäà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôîññîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå t(u, v) = au ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Ñîîòâåòñòâåííî, ðàäèóñ-âåêòîð ρ(u, v) = (au, a cosu, a sinu, b cos v, b sin v)

çàäàåò ñèëüíî-èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî M5.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F 2 ⊂ E3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé

çàäàíà ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (t, v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè v = const èìåþò íåíóëåâóþ êðèâèçíó êàê êðèâûå â

E3. Òîãäà íà F 2 ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò t = t(u, v),

v = v òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè áóäóò îáðàçîâûâàòü ñîïðÿæåííóþ ñåòü.

Ðàäèóñ-âåêòîð r(u, v) ïîâåðõíîñòè F 2 âìåñòå ñ ôóíêöèåé t(u, v) ïîðîæäàþò

âåêòîð-ôóíêöèþ ρ(u, v) = (t(u, v), r(u, v)), çàäàþùóþ ñèëüíî-èçîòðîïíóþ

ïîâåðõíîñòü Φ2 â M4.
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü F 2 ⊂ En, n ≥ 4 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé

çàäàíà ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (t, v). Ðàäèóñ-âåêòîð r(t, v)

ïîâåðõíîñòè F 2 ïîðîæäàåò âåêòîð-ôóíêöèþ ρ(t, v) = (t, r(t, v)), çàäàþùóþ

èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1. Ïîñêîëüêó íà F 2, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò

ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé, à çíà÷èò íåâîçìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàò t = t(u, v), v = v òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå ëèíèè îáðàçîâûâàëè

ñîïðÿæåííóþ ñåòü, ïîâåðõíîñòü F 2 â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé

ôîññîâîé. Êàê ñëåäñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé èçîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü Φ2 â

Mn+1 íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî-èçîòðîïíîé.

Ïðèìåð 4. Èçîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ÌèíêîâñêîãîM3 îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íóëü-ëèíåé÷àòîé, à çíà÷èò íå ìîæåò

áûòü ñèëüíî-èçîòðîïíîé.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ñèëüíî-èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêîãî Mn+1 ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê òåîðèÿ îáîáùåííûõ

ïîâåðõíîñòåé Ôîññà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En.

4 Îáîáùåííûå ôîññîâû ïîâåðõíîñòè è èõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ

Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà â En ïðåäñòàâëÿåò è

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, à ñâÿçü ñ ñèëüíî-èçîòðîïíûìè ïîâåðõíîñòÿìè

â Mn+1 äàåò äîïîëíèòåëüíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ. Ìû

ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïîäõîä, îïèñàâ íåòðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

îáîáùåííûõ ôîññîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïñåâäîåâêëèäîâû äâèæåíèÿ. Ïóñòü F 2 ⊂ En � îáîáùåííàÿ

ïîâåðõíîñòü Ôîññà, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(u, v) â ëèóâèëëåâûõ

êîîðäèíàòàõ, à (t(u, v), v) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò íà F 2. Ïîñòðîèì ñèëüíî-èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1

ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ρ(u, v) = (t(u, v), r(u, v)) è ïðèìåíèì ê ïîâåðõíîñòè

Φ2 ïñåâäîîðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå A ∈ O(n, 1) è ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ íà âåêòîð b ∈ Mn+1. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Φ̄2 ⊂ Mn+1

ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ρ̄ = Aρ + b áóäåò, î÷åâèäíî, ñèëüíî-èçîòðîïíîé, à

êîîðäèíàòû (u, v) íà íåé áóäóò ëèóâèëëåâûìè, êàê è íà Φ2 � â ýòîì

ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå èíâàðèàíòíîñòü óñëîâèé (4)-(7)

îòíîñèòåëüíî ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âûäåëèì âðåìåííóþ

t̄(u, v) è ïðîñòðàíñòâåííóþ r̄(u, v) êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè ρ̄(u, v).

Òîãäà, ïî Óòâåðæäåíèþ 1, âåêòîð-ôóíêöèÿ r̄(u, v) çàäàåò îáîáùåííóþ
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ïîâåðõíîñòü Ôîññà F̄ 2 ⊂ En, êîîðäèíàòû (u, v) áóäóò íà íåé ëèóâèëëåâûìè,

à (t̄(u, v), v) � ïîëóãåîäåçè÷åñêèìè.

Êàê ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì íåòðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííûõ

ôîññîâûõ ïîâåðõíîñòåé F 2 → F̄ 2, ïðè êîòîðîì r̄(u, v) è t̄(u, v) âûðàæàþòñÿ

÷åðåç r(u, v) è t(u, v) ëèíåéíî ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïóñòü F 2 ⊂ En � îáîáùåííàÿ ïîâåðõíîñòü
Ôîññà, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(u, v) â ëèóâèëëåâûõ êîîðäèíàòàõ, è

ïóñòü (t(u, v), v) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

íà F 2. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ 2
12 6= 0. Ïîñòðîèì ñèëüíî-

èçîòðîïíóþ ïîâåðõíîñòü Φ2 â Mn+1 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ρ(u, v) =

(t(u, v), r(u, v)) è ïðèìåíèì ê íåé àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

ρ̃ = ρ − 1

Γ 2
12

∂uρ.

Êàê îòìå÷åíî â [3], ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Φ̃2 â Mn+1 ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî-èçîòðîïíîé, à êîîðäèíàòû (v, u) áóäóò íà íåé ëèóâèëëåâûìè.

Âûäåëèì âðåìåííóþ t̃(u, v) è ïðîñòðàíñòâåííóþ r̃(u, v) êîìïîíåíòû âåêòîð-

ôóíêöèè ρ̃(u, v). Òîãäà, ïî Óòâåðæäåíèþ 1, âåêòîð-ôóíêöèÿ r̃(u, v) çàäàåò

îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà F̃ 2 ⊂ En, êîîðäèíàòû (v, u) áóäóò íà íåé

ëèóâèëëåâûìè, à (t̃(u, v), u) � ïîëóãåîäåçè÷åñêèìè. Êàê ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì

íåòðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííûõ ôîññîâûõ ïîâåðõíîñòåé F 2 →
F̃ 2.

Â òåðìèíàõ ñàìèõ ïîâåðõíîñòåé F 2 è F̃ 2 ðå÷ü èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè

Ëàïëàñà [14], êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

r̃ = r − 1

Γ 2
12

∂ur.

Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (u, v) íà

F 2 ïåðåõîäèò â ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (v, u) íà F̃ 2, à èç

ãåîäåçè÷íîñòè ëèíèé v = const íà F 2 ñëåäóåò ãåîäåçè÷íîñòü ëèíèé u = const

íà F̃ 2. Ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïåðåâîäèò îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü

Ôîññà â îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ

ñèñòåìà êîîðäèíàò (t(u, v), v) íà F 2 ïåðåõîäèò â ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò (t̃(u, v), u) íà F̃ 2, ãäå t(u, v) è t̃(u, v) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

t̃ = t − 1
Γ 2
12
∂ut.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü ïðåîáðàçîâàííîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà îáðàçà. Ïóñòü

F 2 ⊂ En � îáîáùåííàÿ ïîâåðõíîñòü Ôîññà, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì
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r(u, v) â ëèóâèëëåâûõ êîîðäèíàòàõ, à (t(u, v), v) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà F 2. Ïîñòðîèì ñèëüíî-èçîòðîï-

íóþ ïîâåðõíîñòü Φ2 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ρ(u, v) = (t(u, v), r(u, v)) â Mn+1 è

ïðèìåíèì ê íåé ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìóëå

∂uρ̂ = U ∂uρ,

∂vρ̂ = V ∂vρ,

ãäå U(u, v), V (u, v) ñóòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∂vU = Γ 1
12 (V − U), (23)

∂uV = Γ 2
12 (U − V ), (24)

Êàê îòìå÷åíî â [3], ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Φ̂2 ñ ðàäèóñ-âåêòî-

ðîì ρ̂(u, v) â Mn+1 áóäåò ñèëüíî-èçîòðîïíîé, à êîîðäèíàòû (u, v) áóäóò

íà íåé ëèóâèëëåâûìè. Îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò ãðàññìàíîâ (îáîáùåííûé ñôåðè÷åñêèé) îáðàç

ïîâåðõíîñòåé è èçîòðîïíîñòü ëèíèé v = const.

Âûäåëèì âðåìåííóþ (̂u, v) è ïðîñòðàíñòâåííóþ r̂(u, v) êîìïîíåíòû

âåêòîð-ôóíêöèè ρ̂(u, v). Òîãäà, ïî Óòâåðæäåíèþ 1, âåêòîð-ôóíêöèÿ (̂u, v)

çàäàåò îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà F̂ 2 ⊂ En, êîîðäèíàòû (u, v)

áóäóò íà íåé ëèóâèëëåâûìè, à (t̂(u, v), v) � ïîëóãåîäåçè÷åñêèìè. Êàê

ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì íåòðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííûõ ôîññîâûõ

ïîâåðõíîñòåé F 2 → F̂ 2.

Â òåðìèíàõ F 2 è F̃ 2 ðå÷ü èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè, êîòîðîå çàäàåòñÿ

ôîðìóëàìè

∂ur̂ = U ∂ur, (25)

∂v r̂ = V ∂vr, (26)

ãäå U(u, v), V (u, v) ñóòü ðåøåíèå ñèñòåìû (23)-(24). Ïðè ýòîì

ïðåîáðàçîâàíèè ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (u, v) íà F 2 ïåðåõîäèò

â ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (u, v) íà F̃ 2, à èç ãåîäåçè÷íîñòè

ëèíèé v = const íà F 2 ñëåäóåò ãåîäåçè÷íîñòü ëèíèé v = const íà F̃ 2.

Ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå (25)-(26) ïåðåâîäèò îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà â

îáîáùåííóþ ïîâåðõíîñòü Ôîññà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò (t(u, v), v) íà F 2 ïåðåõîäèò â ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò (t̂(u, v), v) íà F̂ 2, ãäå t(u, v) è t̂(u, v) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∂ut̂ = U ∂ut,
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∂v t̂ = V ∂vt,

Çàìåòèì, ÷òî ó ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (23)-(24) èìååòñÿ

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå U = V = const, è â ýòîì ñëó÷àå îïèñàííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê ãîìîòåòèè. Íî ó ñèñòåìû (23)-(24) èìååòñÿ

ìíîãî ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò U = V = const, ïðèâîäÿùèõ ê ðàçíîîáðàçíûì

íåòðèâèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì èñõîäíîé îáîáùåííîé ïîâåðõíîñòè Ôîññà

â íîâûå îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòè Ôîññà.

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå óæå èçâåñòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèëüíî-

èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî [3] ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü íåòðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, èçáåãàÿ ãðîìîçäêèõ è òåõíè÷åñêè ñëîæíûõ

âû÷èñëåíèé. Áûëî áû âåñüìà èíòåðåñíûì ïðîàíàëèçèðîâàòü èíûå ñâîéñòâà

ñèëüíî-èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé (îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà) è

èíòåðïðåòèðîâàòü èõ â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé Ôîññà (ñèëüíî-

èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé).
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Òåîðèÿ ñóïåðñòðóí â êîíòåêñòå ãîìîëîãè÷åñêîé
àëãåáðû

Þ.Ì. Ìàëþòà, Ò.Â. Îáèõîä

Abstract Òåîðèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

Ìèíèìàëüíîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè èç òåîðèè

ñóïåðñòðóí. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñïåêòðîâ, ïàðöèàëüíûõ

øèðèí, ñå÷åíèé ðîæäåíèÿ è ãèñòîãðàìì ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ

ñóïåðïàðòíåðîâ. Ýòîò ïîäõîä äàåò êîíêðåòíûå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ

öåëåíàïðàâëåííîãî ïîèñêà ñóïåðïàðòíåðîâ íà LHC.

Keywords Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè · Òåîðèÿ ñóïåðñòðóí · Ìèíèìàëüíàÿ

ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü

ÓÄÊ 539.12

1 Ââåäåíèå

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû äëÿ

ïîñòðîåíèÿ Ìèíèìàëüíîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè [1] èç

òåîðèè ñóïåðñòðóí [2]. Ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ êîíöåïöèè

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè [3]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñïåêòðû,

ïàðöèàëüíûå øèðèíû, ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ è ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ

ìàññ ñóïåðïàðòíåðîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âàæíû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê

êàê îíè ñâÿçàíû ñ ïîèñêàìè íîâîé ôèçèêè íà êîëëàéäåðå LHC.
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2 Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ

Òåîðèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé � ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

òåîðèè ñóïåðñòðóí. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ âûäåëåííûõ

òðåóãîëüíèêîâ íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé êâèâåðîâ ÌêÊåÿ [3]. Îáúåêòàìè

ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè

(÷èñëà a, b, c è a
′
, b
′
, c
′
îáîçíà÷àþò îðáèôîëä-çàðÿäû [4], õàðàêòåðèçóþùèå

êâèâåðû ÌêÊåÿ); ìîðôèçìàìè ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìû

âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Â ýòîì ïîäõîäå D-áðàíû îïèñûâàþòñÿ êâèâåðàìè à ñóïåðñòðóíû

îïèñûâàþòñÿ Exti-ãðóïïàìè, îïðåäåëÿåìûìè äèàãðàììîé [3] :
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3 Ñîñòàâ ÷àñòèö

Â ðàáîòå [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñóïåðñòðóíû èìååò

âèä

Ext0(Q,Q
′
) = C aa

′
+bb
′
+cc
′

,

Ext1(Q,Q
′
) = C 3ab

′
+3bc

′
+3ca

′

.

(1)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1) îðáèôîëä-çàðÿäû

a = b = c = a′ = b′ = c′ = 4

è èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó Ëåíãëåíäñà [6], ìû ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà

ìîäóëåé (1) â òåðìèíàõ SU(5)-ìóëüòèïëåòîâ

3× (24 + 5H + 5H + 5M + 5M + 10M + 10M ) .

Ýòîò ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåò ñîñòàâ ÷àñòèö Ìèíèìàëüíîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ñòàíäàðòíîé ìîäåëè.

4 Ñóïåðïîòåíöèàë

Êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûé ñóïåðïîòåíöèàë Ìèíèìàëüíîé

ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

WSU(5) = λdij · 5H × 5
(i)
M × 10

(j)
M + λuij · 5H × 10

(i)
M × 10

(j)
M + µ · 5H × 5H , (2)
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ãäå 5H è 5H � ìóëüòèïëåòû Õèããñà, 5
(i)
M è 10

(j)
M � ìóëüòèïëåòû

ñóïåðïàðòíåðîâ êâàðêîâ è ëåïòîíîâ, λdij è λ
u
ij � þêàâñêèå êîíñòàíòû ñâÿçè,

µ � õèããñîâ ïàðàìåòð ñìåøèâàíèÿ.

5 Ñïåêòð ìàññ

Àíàëèç þêàâñêèõ êîíñòàíò, îñíîâàííûé íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è

òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèÿõ, ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â

(2) äî ïÿòè [7]:

m0 = 20 GeV, m1/2 = 440 GeV, A0 = −25 GeV,

tanβ = 15 , sgn(µ) = +1 .
(3)

Èñïîëüçóÿ ýòîò îãðàíè÷åííûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ìîæíî âû÷èñëèòü

ñïåêòð ìàññ ñóïåðïàðòíåðîâ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû

SOFTSUSY [8]. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ìàññ ïðèâåäåí â Òàáëèöå 1.
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Taáëèöà 1. Ñïåêòð ìàññ ñóïåðïàðòíåðîâ

GeV GeV GeV

ũR 896 g̃ 1018

ũL 928 ν̃e 286 χ̃0
1 179

d̃R 893 ẽR 169 χ̃0
2 337

d̃L 931 ẽL 297 χ̃0
3 564

c̃R 896 χ̃0
4 578

c̃L 928 ν̃µ 286 χ̃±1 337

s̃R 893 µ̃R 169 χ̃±2 578

s̃L 931 µ̃L 297

t̃1 709 h0 114

t̃2 905 ν̃τ 284 A0 610

b̃1 855 τ̃1 151 H0 611

b̃2 889 τ̃2 301 H± 616

6 Ïàðöèàëüíûå øèðèíû

Èñïîëüçóÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ (3) ìîæíî âû÷èñëèòü ïàðöèàëüíûå øèðèíû

ñóïåðïàðòíåðîâ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû SDECAY [9].

Ýòè ïàðöèàëüíàå øèðèíû ïðèâåäåíû â Òàáëèöàõ 2 � 7 .
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Taáëèöà 2. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

ũR χ̃0
1u 0.995 χ̃0

4u 0.003

χ̃0
2u 0.002

ũL χ̃0
1u 0.011 χ̃+

1 d 0.646

χ̃0
2u 0.319 χ̃+

2 d 0.014

χ̃0
4u 0.010

d̃R χ̃0
1d 0.995 χ̃0

4d 0.003

χ̃0
2d 0.002

d̃L χ̃0
1d 0.017 χ̃0

4d 0.013

χ̃0
2d 0.314 χ̃−1 u 0.620

χ̃0
3d 0.001 χ̃−2 u 0.034

c̃R χ̃0
1c 0.995 χ̃0

4c 0.003

χ̃0
2c 0.002

c̃L χ̃0
1c 0.011 χ̃+

1 s 0.646

χ̃0
2c 0.319 χ̃+

2 s 0.014

χ̃0
4c 0.010

s̃R χ̃0
1s 0.995 χ̃0

4s 0.003

χ̃0
2s 0.002

s̃L χ̃0
1s 0.017 χ̃0

4s 0.013

χ̃0
2s 0.314 χ̃−1 c 0.620

χ̃0
3s 0.001 χ̃−2 c 0.034
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Taáëèöà 3. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

t̃1 χ̃0
1t 0.264 χ̃+

1 b 0.403

χ̃0
2t 0.151 χ̃+

2 b 0.182

t̃2 χ̃0
1t 0.026 χ̃+

1 b 0.238

χ̃0
2t 0.107 χ̃+

2 b 0.135

χ̃0
3t 0.101 t̃1h

0 0.051

χ̃0
4t 0.230 t̃1Z 0.112

b̃1 χ̃0
1b 0.026 χ̃−1 t 0.373

χ̃0
2b 0.217 χ̃−2 t 0.259

χ̃0
3b 0.009 t̃1W

− 0.107

χ̃0
4b 0.009

b̃2 χ̃0
1b 0.115 χ̃−1 t 0.147

χ̃0
2b 0.084 χ̃−2 t 0.395

χ̃0
3b 0.047 t̃1W

− 0.146

χ̃0
4b 0.066

ν̃e χ̃0
1νe 1.000

ẽL χ0
1e 1.000

νµ χ0
1νµ 1.000

µL χ0
1µ 1.000

ντ χ0
1ντ 0.509 τ1W

+ 0.491

τ2 χ0
1τ 0.486 τ1Z 0.247

τ1h
0 0.267
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Taáëèöà 4. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

χ0
1 e−Re

+ 0.060 µ+
Rµ
− 0.060

e+Re
− 0.060 τ−1 τ

+ 0.380

µ−Rµ
+ 0.060 τ+1 τ

− 0.380

χ0
2 χ0

1Z 0.002 τ−1 τ
+ 0.068

χ0
1h

0 0.021 τ+1 τ
− 0.068

e−Le
+ 0.059 τ−2 τ

+ 0.045

e+Le
− 0.059 τ+2 τ

− 0.045

e−Re
+ 0.002 νeν

∗
e 0.082

e+Re
− 0.002 ν∗eνe 0.082

µ−Lµ
+ 0.059 νµν

∗
µ 0.082

µ+
Lµ
− 0.059 ν∗µνµ 0.082

µ−Rµ
+ 0.002 ντν

∗
τ 0.088

µ+
Rµ
− 0.002 ν∗τ ντ 0.088

χ0
3 χ0

1Z 0.104 τ−1 τ
+ 0.016

χ0
2Z 0.243 τ+1 τ

− 0.016

χ+
1 W

− 0.279 τ−2 τ
+ 0.012

χ−1 W
+ 0.279 τ+2 τ

− 0.012

χ0
1h

0 0.020 νeν
∗
e 0.001

χ0
2h

0 0.009 ν∗eνe 0.001

e−Re
+ 0.001 νµν

∗
µ 0.001

e+Re
− 0.001 ν∗µνµ 0.001

µ−Rµ
+ 0.001 ντν

∗
τ 0.001

µ+
Rµ
− 0.001 ν∗τ ντ 0.001
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Taáëèöà 5. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

χ0
4 χ0

1Z 0.019 µ−Rµ
+ 0.002

χ0
2Z 0.013 µ+

Rµ
− 0.002

χ+
1 W

− 0.255 τ−1 τ
+ 0.008

χ−1 W
+ 0.255 τ+1 τ

− 0.008

χ0
1h

0 0.078 τ−2 τ
+ 0.020

χ0
2h

0 0.188 τ+2 τ
− 0.020

e−Le
+ 0.007 νeν

∗
e 0.016

e+Le
− 0.007 ν∗eνe 0.016

e−Re
+ 0.002 νµν

∗
µ 0.016

e+Re
− 0.002 ν∗µνµ 0.016

µ−Lµ
+ 0.007 ντν

∗
τ 0.016

µ+
Lµ
− 0.007 ν∗τ ντ 0.016

χ+
1 νee

+ 0.179 µ+
Lνµ 0.109

νµµ
+ 0.179 τ+1 ντ 0.128

νττ
+ 0.193 τ+2 ντ 0.081

e+Lνe 0.109 χ0
1W

+ 0.022

χ+
2 νee

+ 0.015 τ+2 ντ 0.043

νµµ
+ 0.015 χ+

1 Z 0.251

νττ
+ 0.033 χ0

1W
+ 0.086

e+Lνe 0.033 χ0
2W

+ 0.269

µ+
Lνµ 0.033 χ+

1 h
0 0.210

τ+1 ντ 0.012
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Taáëèöà 6. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

g dLd
∗ 0.023 cLc

∗ 0.025

d∗Ld 0.023 c∗Lc 0.025

dRd
∗ 0.046 cRc

∗ 0.044

d∗Rd 0.046 c∗Rc 0.044

uLu
∗ 0.025 b1b

∗ 0.074

u∗Lu 0.025 b∗1b 0.074

uRu
∗ 0.044 b2b

∗ 0.050

u∗Ru 0.044 b∗2b 0.050

sLs
∗ 0.023 t1t

∗ 0.099

s∗Ls 0.023 t∗1t 0.099

sRs
∗ 0.046

s∗Rs 0.046
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Taáëèöà 7. Ïàðöèàëüíûå øèðèíû ñóïåðïàðòíåðîâ

channel BR channel BR

h0 bb∗ 0.773 γγ 0.002

τ+τ− 0.072 W+W− 0.065

cc∗ 0.022 ZZ 0.007

gg 0.059

A0 bb∗ 0.788 χ0
1χ

0
1 0.005

τ+τ− 0.113 χ0
1χ

0
2 0.024

ss∗ 0.001 τ−1 τ
+
2 0.006

tt∗ 0.057 τ+1 τ
−
2 0.006

H0 bb∗ 0.812 χ0
1χ

0
1 0.003

τ+τ− 0.117 χ0
1χ

0
2 0.006

ss∗ 0.001 τ−1 τ
+
1 0.002

tt∗ 0.047 τ−1 τ
+
2 0.005

h0h0 0.001 τ+1 τ
−
2 0.005

H+ cb∗ 0.001 tb∗ 0.817

τ+ντ 0.132 χ+
1 χ

0
1 0.034

cs∗ 0.001 τ+1 ντ 0.014

7 Ñå÷åíèÿ

Èñïîëüçóÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ (3) ìîæíî âû÷èñëèòü ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ

ñóïåðïàðòíåðîâ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû PYTHIA [10].

Ýòè ñå÷åíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
√
s = 14 TeV ïðèâåäåíû â Òàáëèöàõ 8 �

11 .
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Taáëèöà 8. Ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðïàðòíåðîâ

channel cross section (pb)

gg → g̃g̃ σg̃g̃ = 2.899

qq∗ → g̃g̃ σg̃g̃ = 0.211

qg → d̃Lg̃ σd̃Lg̃ = 2.757

qg → ũLg̃ σũLg̃ = 5.245

qg → s̃Lg̃ σs̃Lg̃ = 0.466

qg → c̃Lg̃ σc̃Lg̃ = 0.215

qg → b̃1g̃ σb̃1g̃ = 0.172

qg → d̃Rg̃ σd̃Rg̃ = 3.089

qg → ũRg̃ σũRg̃ = 5.745

qg → s̃Rg̃ σs̃Rg̃ = 0.529

qg → c̃Rg̃ σc̃Rg̃ = 0.240

qg → b̃2g̃ σb̃2g̃ = 0.154

gg → d̃Ld̃
∗
L σd̃Ld̃∗L

= 0.136

gg → ũLũ
∗
L σũLũ∗L

= 0.140

gg → s̃Ls̃
∗
L σs̃Ls̃∗L = 0.136

gg → c̃Lc̃
∗
L σc̃Lc̃∗L = 0.140

gg → b̃1b̃
∗
1 σb̃1b̃∗1

= 0.238
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Taáëèöà 9. Ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðïàðòíåðîâ

channel cross section (pb)

gg → t̃1t̃
∗
1 σt̃1 t̃∗1 = 0.766

gg → d̃Rd̃
∗
R σd̃Rd̃∗R

= 0.182

gg → ũRũ
∗
R σũRũ∗R

= 0.178

gg → s̃Rs̃
∗
R σs̃Rs̃∗R = 0.182

gg → c̃Rc̃
∗
R σc̃Rc̃∗R = 0.178

gg → b̃2b̃
∗
2 σb̃2b̃∗2

= 0.186

gg → t̃2t̃
∗
2 σt̃2 t̃∗2 = 0.164

qq
′∗ → d̃Ld̃

∗
L σd̃Ld̃∗L

= 0.146

qq
′∗ → d̃Ld̃

∗
R σd̃Ld̃∗R

= 0.188

qq
′∗ → d̃Rd̃

∗
L σd̃Rd̃∗L

= 0.188

qq
′∗ → d̃Ls̃

∗
R σd̃Ls̃∗R

= 0.103

qq
′∗ → ũLũ

∗
L σũLũ∗L

= 0.208

qq
′∗ → ũLũ

∗
R σũLũ∗R

= 0.299

qq
′∗ → ũRũ

∗
L σũRũ∗L

= 0.299

qq
′∗ → ũLc̃

∗
R σũLc̃∗R

= 0.110

qq
′∗ → ũLd̃

∗
L σũLd̃∗L

= 0.176

qq
′∗ → ũLd̃

∗
R σũLd̃∗R

= 0.584
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Taáëèöà 10. Ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðïàðòíåðîâ

channel cross section (pb)

qq
′∗ → ũLs̃

∗
R σũLs̃∗R

= 0.232

qq
′∗ → d̃Rs̃

∗
L σd̃Rs̃∗L

= 0.103

qq
′∗ → ũRc̃

∗
L σũRc̃∗L

= 0.110

qq
′∗ → b̃1b̃

∗
1 σb̃1b̃∗1

= 0.111

qq
′∗ → t̃1t̃

∗
1 σt̃1 t̃∗1 = 0.296

qq
′∗ → d̃Rd̃

∗
R σd̃Rd̃∗R

= 0.150

qq
′∗ → ũRũ

∗
R σũRũ∗R

= 0.187

qq
′∗ → ũRd̃

∗
L σũRd̃∗L

= 0.574

qq
′∗ → ũRs̃

∗
L σũRs̃∗L

= 0.227

qq
′∗ → ũRd̃

∗
R σũRd̃∗R

= 0.263

qq
′∗ → ũRs̃

∗
R σũRs̃∗R

= 0.103

qq
′ → d̃Ld̃L σd̃Ld̃L = 0.277

qq
′ → d̃Ld̃R σd̃Ld̃R = 0.222

qq
′ → ũLũL σũLũL

= 1.109

qq
′ → ũLc̃L σũLc̃L = 0.116

qq
′ → ũLũR σũLũR

= 1.218

qq
′ → ũLd̃L σũLd̃L

= 1.669
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Taáëèöà 11. Ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðïàðòíåðîâ

channel cross section (pb)

qq
′ → ũLs̃L σũLs̃L = 0.209

qq
′ → ũLd̃R σũLd̃R

= 0.949

qq
′ → d̃Rd̃R σd̃Rd̃R = 0.284

qq
′ → d̃Rs̃R σd̃Rs̃R = 0.112

qq
′ → ũRũR σũRũR

= 1.173

qq
′ → ũRc̃R σũRc̃R = 0.140

qq
′ → ũRd̃L σũRd̃L

= 0.937

qq
′ → ũRd̃R σũRd̃R

= 1.872

qq
′ → ũRs̃R σũRs̃R = 0.254

qq
′∗ → χ̃+

1 χ̃
0
2 σχ̃+

1 χ̃
0
2
= 0.734

qq
′∗ → χ̃−1 χ̃

0
2 σχ̃−1 χ̃0

2
= 0.392

qq
′∗ → χ̃+

1 χ̃
−
1 σχ̃+

1 χ̃
−
1
= 0.585

qg → χ̃0
1ũR σχ̃0

1ũR
= 0.350

qg → χ̃0
2d̃L σχ̃0

2d̃L
= 0.143

qg → χ̃0
2ũL σχ̃0

2ũL
= 0.306

qg → χ̃+
1 d̃L σχ̃+

1 d̃L
= 0.546

qg → χ̃−1 ũL σχ̃−1 ũL
= 0.275

8 Ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ

Èñïîëüçóÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ (3) ìîæíî âû÷èñëèòü ãèñòîãðàììû

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ ñóïåðïàðòíåðîâ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé

ïðîãðàììû PYTHIA [10]. Ýòè ãèñòîãðàììû äëÿ q̃R, χ̃0
1, q̃L, χ̃0

2, l̃L, g̃

ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 1 � 6 .
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Ðèñ.1.Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ q̃R
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Ðèñ.2. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ χ̃0
1



36 Þ.Ì. Ìàëþòà, Ò.Â. Îáèõîä

Ðèñ.3. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ q̃L
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Ðèñ.4. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ χ̃0
2
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Ðèñ.5. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ l̃L
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Ðèñ.6. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ äëÿ g̃

9 Çàêëþ÷åíèå

Ôèçèêà âûñîêèõ ýíåðãèé íàõîäèòñÿ íà ïîðîãå íîâûõ îòêðûòèé. Áîëüøîé

Àäðîííûé Êîëëàéäåð (LHC) âñòóïèë â ñòðîé è ïðåâûøàåò âîçìîæíîñòè

ïðåæíèõ óñêîðèòåëåé â îáíàðóæåíèè íîâîé ôèçèêè çà ïðåäåëàìè

Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Ýòó íîâóþ ôèçèêó ïðåäñêàçûâàåò Ìèíèìàëüíàÿ

ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò

ñóïåðïàðòíåð, ñïèí êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ íà 1/2. Ñêâàðêè è ãëþèíî
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ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè òàêèõ ñóïåðïàðòíåðîâ. Íåäàâíî íà êîëëàéäåðå

LHC áûëè âûïîëíåíû ïåðâûå ïîèñêè ñêâàðêîâ è ãëþèíî â êîíå÷íûõ

ñîñòîÿíèÿõ, ñîäåðæàùèõ ñòðóè [11,12]. Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ýòèõ

êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé áûë ìîòèâèðîâàí Ìèíèìàëüíîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ, â êîòîðîé ñêâàðêè è ãëþèíî ðîæäàþòñÿ ïàðàìè

(q̃q̃, q̃g̃, g̃g̃). Åñëè ðîæäåíèå ïàðû ñêâàðêîâ q̃q̃ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì,

òî âîçíèêàþò äâå ñòðóè èç ðàñïàäà q̃ → qχ̃0
1. Åñëè âìåñòå ñ ñêâàðêàìè

ðîæäàþòñÿ ãëþèíî (q̃g̃ è g̃g̃), òî âîçíèêàþò òðè ñòðóè èç ðàñïàäà g̃ →
qq∗χ̃0

1. Àíàëèç ýòèõ ñòðóé óñòàíàâëèâàåò íèæíèå ïðåäåëû íà ìàññû

ñêâàðêîâ è ãëþèíî: mq̃ > 775 GeV , mg̃ > 775 GeV . Â çàêëþ÷åíèå

îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå êàòåãîðíîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ Ìèíèìàëüíîé

ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè èç òåîðèè ñóïåðñòðóí ÿâëÿåòñÿ

íàøèì îðèãèíàëüíûì ìåòîäîì íà ïóòè ê ñîâðåìåííîé ðåàëèçàöèè ìå÷òû

Ýéíøòåéíà î Åäèíîé òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
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Iäåìïîòåíòíi ìiðè i K-óëüòðàìåòðè÷íi
ïðîñòîðè

Î.Ã. Ñàâ÷åíêî

Abstract Îçíà÷åíî K-óëüòðàìåòðèçàöiþ ìíîæèí iäåìïîòåíòíèõ ìið

(ìið Ìàñëîâà) ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè íà K-óëüòðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.

Ïîêàçàíî, ùî êîíñòðóêöiÿ iäåìïîòåíòíèõ ìið âèçíà÷à¹ êîâàðiàíòíèé

ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ K-óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ òà K-íåðîçòÿãóþ÷èõ

âiäîáðàæåíü.

Keywords Iäåìïîòåíòíà ìiðà · K-óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið

ÓÄÊ 515.12

1 Âñòóï

Ïîíÿòòÿ K-óëüòðàìåòðèêè ¹ îäíî÷àñíèì óçàãàëüíåííÿì ìåòðèêè i

óëüòðàìåòðèêè. Âîíî ðîçãëÿäàëîÿ àâòîðîì ó çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿì

ñòàöiîíàðíèõ ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïîáóäîâè K-óëüòðàìåòðèê íà ðiçíèõ

ôóíêòîðiàëüíèõ êîíñòðóêöiÿõ âiä ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà, àâòîð

ðàíiøå ðîçãëÿäàâ ãiïåðïðîñòîðè (åêñïîíåíòè) òà ïðîñòîðè éìîâiðíiñíèõ

ìið. Äîâåäåíî, íàïðèêëàä, ùî êîíñòðóêöiÿ ìåòðèêè Ãàóñäîðôà çáåðiãà¹ K-

óëüòðàìåòðè÷íi ïðîñòîðè.

Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ çàïðîâàäæåííÿ K-óëüòðàìåòðèçàöi¨ ìíîæèí

iäåìïîòåíòíèõ ìið (ìið Ìàñëîâà) ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè íà K-
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óëüòðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði. Ïîêàçàíî, ùî êîíñòðóêöiÿ iäåìïîòåíòíèõ ìið

âèçíà÷à¹ êîâàðiàíòíèé ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ K-óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

òà K-íåðîçòÿãóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.

2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Îïèøåìî êîíñòðóêöiþ ïðîñòîðó ìið Ìàñëîâà (iäåìïîòåíòíèõ ìið)

íà êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðàõ. Áiëüø äåòàëüíî íåîáõiäíó

iíôîðìàöiþ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [1].

Íåõàé (X, d) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. ×åðåç Or(x) ïîçíà÷à¹ìî

âiäêðèòó êóëþ ðàäióñà r â X ç öåíòðîì ó òî÷öi x.

Äëÿ êîæíîãî êîìïàêòíîãî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç C(X)

ïîçíà÷à¹ìî áàíàõiâ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà X, íàäiëåíèé sup-

íîðìîþ.

Äëÿ êîæíîãî c ∈ R íåõàé cX (c ∈ R) � ñòàëà ôóíêöiÿ íà X, ùî ïðèéìà¹

çíà÷åííÿ c.

Íà ìíîæèíi R ∪ {−∞} çàäàìî ìåòðèêó % íàñòóïíèì ÷èíîì: %(x, y) =

|ex − ey|. Ïðèéìåìî, ùî e−∞ = 0.

×åðåç � : R × C(X) → C(X) ïîçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ùî äi¹ íàñòóïèì

÷èíîì: (λ, ϕ) 7→ λX + ϕ, à ÷åðåç ⊕ : C(X) × C(X) → C(X) � âiäîáðàæåííÿ

ïîòî÷êîâîãî ìàêñèìóìà, (ϕ,ψ) 7→ max{ϕ,ψ}.

Îïðåäåëåíèå 1 Íåõàé X � êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið.

Ôóíêöiîíàë µ : C(X) → R íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíîþ ìiðîþ (ìiðîþ

Ìàñëîâà), ÿêùî

1. µ(cX) = c;

2. µ(c� ϕ) = c� µ(ϕ);

3. µ(ϕ⊕ ψ) = µ(ϕ)⊕ µ(ψ).

Ç äîâåäåíîãî â [6] ñëiäó¹, ùî äîâiëüíà iäåìïîòåíòíà éìîâiðíiñíà ìiðà ¹

íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì.

Çíà÷åííÿ µ(ϕ) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ìàñëîâà ôóíêöi¨ ϕ âiäíîñíî ìiðè

µ.

Íåõàé I(X) � ìíîæèíà âñiõ iäåìïîòåíòíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið íà

X. Íàäiëèìî I(X) ñëàáêîþ* òîïîëîãi¹þ. Áàçó öi¹¨ òîïîëîãi¨ ñêëàäàþòü

ìíîæèíè

O(µ;ϕ1, . . . , ϕn; ε) = {ν ∈ I(X) | |µ(ϕi)− ν(ϕi)| < ε, i = 1, . . . , n}.

Â [1] äîâåäåíî, ùî I(X) ¹ êîìïàêòíèì ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì.



44 Î.Ã. Ñàâ÷åíêî

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä iäåìïîòåíòíî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà X. Íåõàé

x1, . . . , xn ∈ X i λ1, . . . , λn ∈ � íàáið ÷èñåë òàêèõ, ùî max{λ1, . . . , λn} = 0.

Îçíà÷èìî

µ : C(X) → R íàñòóïíèì ÷èíîì: µ(ϕ) = max{ϕ(xi) + λi | i = 1, . . . , n}. Äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ X ÷åðåç δx îçíà÷èìî ôóíêöiîíàë íà C(X) íàñòóïíèì ÷èíîì:

δx(ϕ) = ϕ(x), ϕ ∈ C(X). Òîäi ìîæíà çàïèñàòè, ùî µ = ⊕ni=1λi � δxi
.

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ I(f) : I(X) → I(Y ) íàñòóïíèì ÷èíîì:

I(f)(µ)(ϕ) = µ(ϕf), äëÿ óñiõ ϕ ∈ C(Y ). ßê äîâåäåíî â [1], öå âiäîáðàæåííÿ

¹ íåïåðåðâíèì.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîíñòðóêöiÿ I âèçíà÷à¹ êîâàðiàíòíèé ôóíêòîð â

êàòåãîði¨ êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ òà íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Ïðî ôóíêòîðè â êàòåãîðiÿõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ äèâ., íàïðèêëàä, [2].

3 Ìåòðèçàöiÿ

Íåõàé (X, d) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. ×åðåç LIPn = LIPn(X, d)

ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó ëiïøèöåâèõ ôóíêöié ç ëiïøèöåâîþ ñòàëîþ ≤ n ç

ïðîñòîðó C(X). Iíøèìè ñëîâàìè,

LIPn(X, d) = {f ∈ C(X) | |f(x)− f(y)| ≤ 1

n
d(x, y), x, y ∈ X}.

Çàôiêñó¹ìî n ∈ N. Äëÿ êîæíîãî µ, ν ∈ I(X), íåõàé

d̂n(µ, ν) = sup{|µ(ϕ)− ν(ϕ)| | ϕ ∈ LIPn}.

Ó [3] äîâåäåíî òàêèé ôàêò.

Òåîðåìà 1 Ôóíêöiÿ d̂n ¹ íåïåðåðâíîþ ïñåâäîìåòðèêîþ íà ïðîñòîði I(X).

Ïðèéìåìî d̃n = (1/n)d̂n.

Íåõàé (X, d) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Îçíà÷èìî ôóíêöiþ

d̃ : I(X)× I(X)→ R ôîðìóëîþ:

d̃(µ, ν) =

∞∑
i=1

d̃n(µ, ν)

2i
.

Òîäi ôóíêöiÿ d̃ ¹ ìåòðèêîþ íà ïðîñòîði I(X).

Äëÿ ôóíêòîðà F â êàòåãîði¨ êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ òà

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, ùî çáåðiãà¹ êëàñ âêëàäåíü i ïåðåòèíiâ, ìîæíà

îçíà÷èòè ïîíÿòòÿ íîñiÿ. À ñàìå, äëÿ êîæíîãî a ∈ F (X), ìíîæèíà

supp(a) = ∩{Y | Y � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â X i a ∈ F (Y )}
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íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì a. ßêùî µ = ⊕ni=1λi � δxi
, òî supp(µ) = {xi | λi > −∞}.

Äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ïðîñòîðó X i êîæíî¨ µ ∈ I(X),

âèêîíó¹òüñÿ, ùî: supp(µ) ⊂ A, òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ

ôóíêöié ϕ,ψ ∈ C(X) òàêèõ, ùî ϕ|A = ψ|A, ìà¹ìî, ùî µ(ϕ) = µ(ψ).

Ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè ìíîæèíó iäåìïîòåíòíèõ ìið ç

êîìïàêòíèìè íîñiÿìè íà êîæíîìó òèõîíîâñüêîìó (çîêðåìà, ìåòðèçîâíîìó)

ïðîñòîði X. Ìè çáåðiãà¹ìî ïîçíà÷åííÿ I(X) äëÿ òàêî¨ ìíîæèíè.

4 K-óëüòðàìåòðèêà

Íåõàé K ∈ [0,∞]. Ìåòðèêó d íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü K-óëüòðàìåòðèêîþ,

ÿêùî âèêîíàíî óìîâó: äëÿ êîæíèõ x, y, z ∈ X ìà¹ìî

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)},

ÿêùî min{d(x, z), d(z, y)} ≤ K.

Çðîçóìiëî, ùî ïðè K = 0 îäåðæó¹ìî ïîíÿòòÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, à

ïðè K = ∞ � ïîíÿòòÿ óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

êîæåí K-óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ K ′-óëüòðàìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì, ÿêùî

K ′ ≤ K.

Íàçâåìî K-óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið ðiâíîìiðíî K-óëüòðàìåòðè÷íèì,

ÿêùî iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî êîæíà êóëÿ BK(x) ¹ òàêîæ êóëåþ BK+ε(x),

x ∈ X. ßêùî âèíèêà¹ ïîòðåáà ÿâíî âêàçàòè ε, òî òàêèé ïðîñòið íàçèâà¹ìî

ðiâíîìiðíî (K, ε)-óëüòðàìåòðè÷íèì.

Îïèøåìî êîíñòðóêöiþ, ÿêà äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ïðèêëàäè K-

óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Îáìåæèìîñÿ ëèøå âèïàäêîì K ∈ (0,∞).

Íåõàé {(Xα, dα) | α ∈ A} � ñiì'ÿ óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ äiàìåòðà

≤ K. Íåõàé òàêîæ D � ìåòðèêà íà A òàêà, ùî D(α, β) > K äëÿ êîæíèõ

α, β ∈ A, α 6= β. Îçíà÷èìî ôóíêöiþ d : X ×X → R ôîðìóëîþ:

d(x, y) =

dα(x, y), ÿêùî x, y ∈ α ∈ A

D(α, β), ÿêùî x ∈ α, y ∈ β, α, β ∈ A, α 6= β.

Ôóíêöiÿ D ¹ K-óëüòðàìåòðèêîþ íà ìíîæèíi X. Íàñïðàâäi, ÿê

ïîêàçàâ àâòîð, öÿ êîíñòðóêöiÿ íîñèòü óíiâåðñàëüíèé õàðàêòåð i êîæíà K-

óëüòðàìåòðèêà ìîæå áóòè îäåðæàíà òàêîþ ïðîöåäóðîþ.

Íà êîæíîìó K-óëüòðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìîæíà îçíà÷èòè âiäíîøåííÿ

∼K òàêîþ óìîâîþ: x ∼K y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè d(x, y) ≤ K. Ç îïèñàíèõ

âèùå âëàñòèâîñòåéK-óëüòðàìåòðèêè âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ ∼K îçíà÷åíå

êîðåêòíî.
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Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ó

ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, %) íàçèâà¹òüñÿ K-íåðîçòÿãóþ÷èì âiäîáðàæåííÿì,

ÿêùî %(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) äëÿ êîæíèõ x, y ∈ X òàêèõ, ùî d(x, y) ≤ K.

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçâåìî K-äèñêðåòíèì, ÿêùî d(x, y) ≥ K äëÿ

êîæíèõ x, y ∈ X, x 6= y. Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé K-äèñêðåòíèé ïðîñòið ¹

K-óëüòðàìåòðè÷íèì.

5 K-óëüòðàìåòðèêà íà ìíîæèíi iäåìïîòåíòíèõ ìið

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fr(X) ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà X, ùî ñòàëi íà

âñiõ êóëÿõ ðàäióñà r.

ßêùî (X, d) � óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî íà ìíîæèíi I(X) ìîæíà

îçíà÷èòè óëüòðàìåòðèêó d̂ (äèâ. [4]):

d̂(µ, ν) = inf{r > 0 | µ(ϕ) = ν(ϕ) äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Fr(X)}.

Íàäàëi (X, d) � ðiâíîìiðíî (K, ε)-óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Íåõàé qK : X → X/ ∼K � ôàêòîðâiäîáðàæåííÿ. Ïðèéìåìî:

dK(µ, ν) =

d̃(µ, ν), ÿêùî I(qK)(µ) = I(qk)(ν),

max{d̂(I(qK)(µ), I(qk)(ν)),K + ε}, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 2 Ôóíêöiÿ dK ¹ ðiâíîìiðíîþ K-óëüòðàìåòðèêîþ íà ìíîæèíi

I(X).

Proof Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîõîäèòü àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ

âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó äëÿ éìîâiðíiñíèõ ìið. Ìè âñòàíîâèìî òóò ëèøå

óìîâó ç îçíà÷åííÿ K-óëüòðàìåòðèêè.

Íåõàé µ, ν, τ ∈ I(X) � ïîïàðíî ðiçíi ìiðè.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñêà¹ìî, ùî d̂(µ, ν) ≤ K. ßêùî òàêîæ

d̂(ν, τ) ≤ K, òî äëÿ êîæíîãî η ∈ (K,K + ε) i êîæíîãî f ∈ Fη îäåðæó¹ìî

µ(f) = ν(f) = τ(f), çâiäêè d̂(µ, ν) ≤ max{d̂(µ, τ), d̂(τ, ν)}.
Ðåøòà äîâåäåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ÿê i äëÿ éìîâiðíiñíèõ ìið. Ïîäà¹ìî öi

ìiðêóâàííÿ äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó. ßêùî d̂(µ, ν) ≤ K i d̂(ν, τ) ≥ K + ε, òî

òàêîæ i d̂(µ, τ) ≥ K + ε, à îòæå

dK(µ, τ) =d̃(I(qK)(µ), I(qK)(τ)) = d̃(I(qK)(ν), I(qK)(τ)) = dK(ν, τ)

= max{dK(µ, ν), dK(ν, τ)}.

ßêùî

min{dK(µ, ν), dK(µ, τ), dK(ν, τ)} ≥ K + ε,
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òî

dK(µ, ν) = max{K + ε, d̃(µ, ν)} ≤ max{K + ε, d̃(µ, τ) + dK(τ, ν)}

≤max{K + ε, d̃(µ, τ)}+ max{K + ε, d̃(τ, ν)}

=dK(µ, τ) + dK(τ, ν).

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ K-äèñêðåòíèì, ÿêùî çíà÷åííÿ éîãî

ìåòðèêè íå ëåæàòü ó ìíîæèíi (0,K). Î÷åâèäíî, ùî êîæåí K-äèñêðåòíèé

ïðîñòið ¹ K-óëüòðàìåòðè÷íèì.

Îïèñàíà âèùå êîíñòðóêöiÿ ìåòðèçàöi¨ ìíîæèíè iäåìïîòåíòíèõ ìið äà¹

òàêó ôîðìóëó äëÿ K-äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó:

d̂(µ, ν) = max{K, d̃(µ, ν)}, ÿêùî µ 6= ν.

Ïðåäëîæåíèå 1 Íåõàé f : X → Y � K-íåðîçòÿãóþ÷å âiäîáðàæåííÿ K-

óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ I(f) : I(X) → I(Y ) òåæ

K-íåðîçòÿãóþ÷å.

Proof Íåõàé µ, ν ∈ I(X) i dK(µ, ν) ≤ ε, äå ε ≤ K. Íåõàé òàêîæ y ∈ Y i η > ε.

Ç K-íåðîçòÿãóâàíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà f−1(Bη(y))

¹ îá'¹äíàííÿì êóëü âèãëÿäó Bε(x) â X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî

ϕ ∈ Fη(Y ) ìà¹ìî ϕf ∈ Fε(X). Òîìó

I(f)(µ)(ϕ) = µ(ϕf) = ν(fϕ) = I(f)(ν)(ϕ),

çâiäêè dK(I(f)(µ), I(f)(ν)) ≤ ε.

Îäåðæó¹ìî ôóíêòîð I íà êàòåãîði¨ K-óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ òà K-

íåðîçòÿãóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.

Éîãî çâóæåííÿ íà êàòåãîðiþ K-äèñêðåòíèõ ïðîñòîðiâ òà K-

íåðîçòÿãóþ÷èõ âiäîáðàæåíü ¹ åíäîôóíêòîðîì ó öié êàòåãîði¨.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Iω(X) ìíîæèíó iäåìïîòåíòíèõ ìið çi ñêií÷åííèìè

íîñiÿìè â X.

Ïðåäëîæåíèå 2 Äëÿ êîæíîãî K-óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X

ìíîæèíà Iω(X) âñþäè ùiëüíà â X.

Proof Íåõàé µ ∈ I(X) i r ∈ (0,K). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s : X/ ∼K→ X ñåëåêöiþ

âiäîáðàæåííÿ qK (òîáòî qKs = 1X/∼K
). Ïðèéìåìî ν = I(sqK)(µ) ∈ I(X).

Òîäi, î÷åâèäíî, ν ∈ Iω(X) i dK(µ, ν) ≤ r.

Çàçíà÷èìî, ùî âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò äëÿ óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

äîâåäåíî â [4].
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6 Çàóâàæåííÿ i âiäêðèòi ïèòàííÿ

Ó ñòàòòi [6] Ò. Ðàäóë ðîçãëÿíóâ ìíîæèíó ñëàáî àäèòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî

çáåðiãàþòü ïîðÿäîê íà êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ôóíêöiîíàë (íå îáîâ'ÿçêîâî ëiíiéíèé ÷è íåïåðåðâíèé) ν : C(X) → R
íàçèâà¹òüñÿ

1. ñëàáî àäèòèâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî c ∈ R òà ϕ ∈ C(X) âèêîíó¹òüñÿ,

ùî ν(ϕ+ cX) = ν(ϕ) + c;

2. ùî çáåðiãà¹ ïîðÿäîê, ÿêùî äëÿ óñiõ ϕ,ψ ∈ C(X) òàêèõ, ùî ϕ ≤ ψ

âèêîíó¹òüñÿ, ùî ν(ϕ) ≤ ν(ψ);

3. íîðìîâàíèì, ÿêùî ν(1X) = 1.

×åðåç O(X) (X � êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið) ïîçíà÷èìî

ìíîæèíó âñiõ ñëàáî àääèòèâíèõ íîðìîâàíèõ ôóíêöiîíàëiâ â C(X), ùî

çáåðiãàþòü ïîðÿäîê. Ìíîæèíà O(X) íàäiëÿ¹òüñÿ ñëàáêîþ* òîïîëîãi¹þ.

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è iñíó¹ àíàëîã ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ñòàòòi äëÿ

ïðîñòîðiâ O(X)?

Õî÷à ïîíÿòòÿ K-óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ïîõîäèòü ç òåîði¨ ðîçìèòèõ

ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, âîíî äîçâîëÿ¹ çíîâó ïîâåðíóòèñÿ äî öi¹¨ òåîði¨ ó

äåùî iíøié ôîðìi. Çà îñíîâíèìè îçíà÷åííÿìè ç òåîði¨ ðîçìèòèõ ìåòðè÷íèõ

ïðîñòîðiâ âiäñèëà¹ìî ÷èòà÷à äî [5].

Íåõàé k ∈ (0, 1). Ðîçìèòó ìåòðèêó M íà ìíîæèíi X íàçâåìî ðîçìèòîþ

k-óëüòðàìåòðèêîþ, ÿêùî âèêîíàíî óìîâó:

M(x, z,max{t, s}) ≥ min{M(x, y, t),M(y, z, t)},

ÿêùî òiëüêè

max{M(x, y, t),M(y, z, t)} ≥ k,

äëÿ âñiõ x, y, z ∈ X, t, s ∈ (0,∞).

×è iñíó¹ ïðèðîäíà ðîçìèòà k-óëüòðàìåòðèçàöiÿ ïðîñòîðiâ I(X) äëÿ

ðîçìèòèõ k-óëüòðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ?

Äèâ. òàêîæ [7], äå ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ ðîçìèòî¨ óëüòðàìåòðèêè.
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Íåñêií÷åííî ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨ ïîâåð-
õîíü

Þëiÿ Ñòåïàíiâíà Ôåä÷åíêî

Àííîòàöèÿ Â äàíié ðîáîòi ïðîâîäÿòüñÿ äîñëiäæåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ

ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü. Çíàéäåíî íîâó ôîðìó îñíîâíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié, ÿêó ïðåäñòàâëåíî

÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ. Äëÿ ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ

òåíçîðíi ïîëÿ âèïèñàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Êëþ÷îâi ñëîâà ïîâåðõíi, íåñêií÷åííî ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨

ÓÄÊ 514.764.258

1 Âñòóï

Ó äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði¨ ïîâåðõîíü òåîðiÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ äåôîðìà-

öié çàéìà¹ îäíå ç âàæëèâèõ ìiñöü. Äàíà òåîðiÿ ìiñòèòü ðiçíi òèïè äåôîðìà-

öié, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ âëàñòèâiñòþ.

Îñîáëèâå ìiñöå â òåîði¨ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü çàéìàþòü íåñêií÷åííî

ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨, ÿêi âïåðøå áóëè ââåäåíi Ì.Ñ. Ñèíþêîâèì òà

Ì.Ë. Ãàâðèëü÷åíêîì ó 1971 ðîöi [1]. Ó ðîáîòi [2] àâòîðàìè âñòàíîâëå-

íî çâ'ÿçîê íåòðèâiàëüíèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié òà

íåòðèâiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, çíàéäåíî îñíîâíi ðiâíÿííÿ òàêèõ

äåôîðìàöié i ïîêàçàíî, ùî â E3 òàêi äåôîðìàöi¨ äîïóñêàþòü ëèøå ïîâåðõíi

Ëióâiëëÿ.
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Ó äàíié ñòàòòi äîñëiäæó¹ìî ïîâåðõíi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ïðè íåñêií-

÷åííî ìàëèõ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöiÿõ. Çíàéäåíî íîâó ôîðìó îñíîâíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü, ÿêó ïðåä-

ñòàâëåíî ÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ. Âèäiëåíî îçíàêó

àôiííèõ äåôîðìàöié. Äëÿ ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ âèïèñàíî òåíçîðíi ïîëÿ â

ÿâíîìó âèãëÿäi. Âêàçàíî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò îïîðíî¨ ôóíêöi¨ ψ íåñêií÷åííî

ìàëî¨ ãåîäåçè÷íî¨ äåôîðìàöi¨.

2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ S êëàñó C3 â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ç âåêòîðíî-

ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì r = r(x1, x2) òà ¨¨ äåôîðìàöiþ Sε:

rε = r(x1, x2) + εU(x1, x2),

äå

U(x1, x2) = uir
i+

0
u n (1)

- âåêòîð çìiùåííÿ, ε - ìàëèé ïàðàìåòð, à ui,
0
u - âiäïîâiäíî òàíãåíöiàëüíi òà

íîðìàëüíà êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ. Âñi iíäåêñè òóò i íàäàëi íåçàëåæ-

íî íàáóâàþòü çíà÷åíü 1,2, ÿêùî íå âêàçàíî ùîñü iíøå.

Ïðè íåñêií÷åííî ìàëié äåôîðìàöi¨ âñi îá'¹êòè ïîâåðõíi îòðèìóþòü ïåâ-

íi âàðiàöi¨. Íàâåäåìî âàðiàöi¨ äåÿêèõ ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí ó òåíçîðíîìó

âèãëÿäi äëÿ çàãàëüíî¨ äåôîðìàöi¨ [3]:

δgij ≡ 2εij = ∇jui +∇iuj − 2
0
u bij (2)

- âàðiàöiÿ ïåðøîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî òåíçîðà,

δΓhij = gαh(∇jεiα +∇iεjα −∇αεij) (3)

- âàðiàöiÿ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ. Âåëè÷èíè δΓhij = Phij ¹ êîìïîíåíòàìè

òåíçîðà òèïó

(
1

2

)
. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (1) êîâàðiàíòíî ïî xi. Òîäi íà îñíîâi

äåðèâàöiéíèõ ðiâíÿíü ïîâåðõíi ∇jri = bijn, ni = −bαi rα (bij - êîåôiöi¹í-

òè äðóãî¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ôîðìè ïîâåðõíi, bγβ = bβαg
αγ , ∇- êîâàðiàíòíà

ïîõiäíà â ðiìàíîâié çâÿ'çíîñòi) ìàòèìåìî, ùî

U i = Tαi rα + Tin, (4)

T ki = ∇iuk − bki
0
u, (5)

Ti = ∂i
0
u+ biku

k. (6)
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Ðiâíîñòi (4) - ñèñòåìà äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî îäíi¹¨ ôóíêöi¨

U . Óìîâè iíòåãðîâíîñòi äëÿ (4) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

∇jT ki −∇iT kj = bkjTi − bki Tj , (7)

T ki bkj − T kj bki = ∇iTj −∇jTi. (8)

×åðåç òåíçîðíi ïîëÿ T ki ïåðøèé òåíçîð äåôîðìàöi¨ íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó:

2εij = Tαi gαj + Tαj gαi. (9)

Ç ïðåäñòàâëåííÿ (3), âðàõîâóþ÷è (9), (7), ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ äåôîðìàöi¨ âàðiàöiþ ñèìâîëiâ

Êðèñòîôôåëÿ ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ T ki , Ti ó íàñòóïíîìó

âèãëÿäi:

δΓhij = ∇iThj − Tjbhi + Tαbijg
αh. (10)

Îïðåäåëåíèå 1 Íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S, ïðè ÿêié êîæ-

íà ãåîäåçè÷íà êðèâà ïîâåðõíi ïåðåõîäèòü, ó ãîëîâíîìó, â ãåîäåçè÷íó êðèâó

äåôîðìîâàíî¨ ïîâåðõíi Sε íàçèâà¹òüñÿ ãåîäåçè÷íîþ àáî ïðîåêòèâíîþ.

Ó ïîäàëüøîìó â òåêñòi äëÿ ñòèñëîñòi íåñêií÷åííî ìàëó ãåîäåçè÷íó äå-

ôîðìàöiþ ïîçíà÷à¹ìî: í.ì.P-äåôîðìàöiÿ.

Òåîðåìà 1 [2] Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ S äîïóñêàëà í.ì.P-äåôîðìàöi¨,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð δgij, ÿêèé çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∇kδgij = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik, (11)

äå ψi - äåÿêèé ãðàäi¹íòíèé âåêòîð.

Ðiâíÿííÿ (11), âðàõîâóþ÷è (3), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Phij = δΓhij = ψiδ
h
j + ψjδ

h
i . (12)

Îïðåäåëåíèå 2 Ôóíêöiþ ψ, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ â ðiâíÿííÿõ (11), (12), íà-

çèâàòèìåìî îïîðíîþ ôóíêöi¹þ äåôîðìàöi¨.

Ïîâåðõíi S ∈ E3, ïåðøà ôîðìà ÿêèõ ó âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàòàõ ìîæå

áóòè çàïèñàíîþ ó âèãëÿäi

ds2 = (U(u)− V (v)) (du2 + dv2),

íàçèâàþòüñÿ ïîâåðõíÿìè Ëióâiëëÿ. Ïîâåðõíÿìè Ëióâiëëÿ ¹, íàïðèêëàä, âñi

ïîâåðõíi îáåðòàííÿ, âñi öåíòðàëüíi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó òîùî.

Â E3 í.ì.P-äåôîðìàöi¨ äîïóñêàþòü ïîâåðõíi Ëióâiëëÿ i ëèøå âîíè [2].

Òåîðåìà 2 [2] ßêùî ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíi í.ì.Ð- äåôîðìàöi¨,

òî âîíà äîïóñêà¹ i íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ. Âiðíî i íàâïàêè.
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3 Íîâà ôîðìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü

Ó äàíîìó ïóíêòi çíàéäåíî íîâó ôîðìó îñíîâíèõ ðiâíÿíü äëÿ í.ì.Ð-

äåôîðìàöié ïîâåðõîíü, ÿêó íàäàëi áóäåìî äîñëiäæóâàòè.

Òåîðåìà 3 Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ S êëàñó C3 äîïóñêàëà í.ì.Ð-

äåôîðìàöiþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα òà

ôóíêöiÿ ψ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ïîõiäíó âåêòîðà çìiùåííÿ U i =

ciα

(
0

T
αβ

− 3
2ψc

αβ + c1c
αβ

)
rβ + ciαT

αn, çàäîâîëüíÿëè ñèñòåìó íàñòóïíèõ

ðiâíÿíü: 
bαβ

0

T
αβ

+∇αTα = 0;

∇i
0

T
kh

−Tαbiαgkh = 1
2ψic

kh + ψαc
αkδhi ;

ψi = ∂iψ.

(13)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ S äîïóñêà¹ í.ì.Ð-äåôîðìàöiþ.

Ç óìîâè ãåîäåçè÷íîñòi (12) i âèðàçó äëÿ âàðiàöi¨ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ (10)

îòðèìà¹ìî, ùî

∇iThj − Tjbhi + Tαbijg
αh = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i .

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ðàçîì ç óìîâàìè (7), (8) óòâîðþþòü íàñòóïíó ñèñòåìó:
∇jT ki −∇iT kj = bkjTi − bki Tj ;
T ki bkj − T kj bki = ∇iTj −∇jTi;

∇iThj − Tjbhi + Tαbijg
αh = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i ;

ψi = ∂iψ.

(14)

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó äâi÷i êîíòðàâàðiàíòíèé òåíçîð T ij i êîíòðàâàðiàíòíèé

âåêòîð T i çà ôîðìóëàìè

T ij = cαiT jα, T
i = cαiTα. (15)

Òîäi

T βi = ciαT
αβ , Ti = ciαT

α, (16)

cij- äèñêðèìiíàíòíèé òåíçîð, cij = giαgjβcαβ .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (16) òà ïîäàìî ñèñòåìó (14) ó òàêîìó âèãëÿäi:
∇αTαk − bkαTα = 0;

bαβT
αβ +∇αTα = 0;

cjβ∇iT βh + T β
(
−bhi cjβ + cαβg

αhbij
)
= ψiδ

h
j + ψjδ

h
i ;

ψi = ∂iψ.

(17)
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Çãîðíåìî òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ç cjk i âðàõó¹ìî, ùî ciαc
jβ = δji δ

β
α − δ

β
i δ

j
α.

Ìàòèìåìî

∇iT kh − T jbijgkh = ψic
hk + ψjc

jkδhi .

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü í.ì. Ð-äåôîðìàöié ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:
∇αTαk − bkαTα = 0;

bαβT
αβ +∇αTα = 0;

∇iT kh − Tαbiαgkh = ψic
hk + ψαc

αkδhi ;

ψi = ∂iψ.

(18)

Ó (18)3 ïîêëàäåìî h = i, ïiñëÿ çãîðòêè ïî öèõ iíäåêñàõ, îòðèìà¹ìî íà-

ñëiäîê

∇αT kα − Tαbkα = 3ψαc
αk. (19)

Çàïèøåìî ñèñòåìó (18) ó áiëüø çðó÷íîìó âèãëÿäi. Äëÿ öüîãî ïîäàìî òåíçîð

T kh ÿê ñóìó ñèìåòðè÷íî¨ i êîñîñèìåòðè÷íî¨ ÷àñòèíè

T kh =
0

T
kh

+µckh, (20)

äå
0

T
kh

=
0

T
hk

- ñèìåòðè÷íà ÷àñòèíà, µ - äåÿêà ôóíêöiÿ. Òîäi ñèñòåìó (18)

çàïèøåìî òàê:

∇α
0

T
αk

−bkαTα = −µαcαk;

bαβ
0

T
αβ

+∇αTα = 0;

∇i
0

T
kh

−Tαbiαgkh + µic
kh = ψic

hk + ψαc
αkδhi ;

ψi = ∂iψ.

(21)

Ðiâíÿííÿ (19) íà îñíîâi (20) íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó:

∇α
0

T
kα

+µαc
kα − bkαTα = 3ψαc

αk. (22)

Ïîðiâíÿ¹ìî (22) ç (21)1 i îòðèìà¹ìî, ùî µh = − 3
2ψh àáî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ

µ = −3

2
ψ + c1, c1 − const. (23)

Òàêèì ÷èíîì, ïðè í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü òåíçîðíå ïîëå Tαβ çàâæäè

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Tαβ =
0

T
αβ

+

(
c1 −

3

2
ψ

)
cαβ .



Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (23), ñèñòåìà ðiâíÿíü (21) íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó:



∇α
0

T
αk

−bkαTα = 3
2ψαc

αk;

bαβ
0

T
αβ

+∇αTα = 0;

∇i
0

T
kh

−Tαbiαgkh = 1
2ψic

kh + ψαc
αkδhi ;

ψi = ∂iψ.

(24)

Ðîçãëÿíåìî îñòàííþ ñèñòåìó. Ïîêëàâøè â òðåòüîìó ðiâíÿííi ñèñòåìè k =

i, áà÷èìî, ùî ïåðøå ðiâíÿííÿ ¹ éîãî íàñëiäêîì.

Îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü í.ì.Ð-äåôîðìàöié ìà¹ âèãëÿä (13). Ïiñëÿ òàêèõ

ïåðåòâîðåíü ïîõiäíà âåêòîðà çìiùåííÿ ìàòèìå âèãëÿä

U i = ciαT
αβrβ + ciαT

αn = ciα

(
0

T
αβ

+µcαβ
)
rβ + ciαT

αn =

= ciα

(
0

T
αβ

− 3

2
ψcαβ + c1c

αβ

)
rβ + ciαT

αn.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα i äåÿêà

ôóíêöiÿ ψ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (13). Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹

âåêòîð çìiùåííÿ ãåîäåçè÷íî¨ äåôîðìàöi¨.

Íåõàé
0

T
ij

= T ij +

(
3

2
ψ − c1

)
cij .

Ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (13) òà â ðiâíÿííÿ ∇α
0

T
αk

−bkαTα = 3
2ψαc

αk,

ùî ¹ íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ (13)2, çíàéäåíèé âèðàç äëÿ
0

T
αβ

i îòðèìà¹ìî ñèñòå-

ìó (18).

Ïîêàæåìî, ùî âiä ñèñòåìè (18) ìîæíà ïåðåéòè äî ñèñòåìè (14). Äiéñíî,

çãiäíî [3] ðiâíÿííÿ (18)1, (18)2 åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿì (14)1, (14)2. Ç ðiâ-

íÿííÿ (18)3, âèêîðèñòîâóþ÷è (15), îòðèìà¹ìî (14)3. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî íà

ïîâåðõíi S iñíóþòü òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα, äåÿêà ôóíêöiÿ ψ, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (13), òîäi iñíóþòü íà ïîâåðõíi S òåíçîðíi ïîëÿ T ki ,

Ti, ùî ïðè äàíié ôóíêöi¨ ψ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (14). Âðàõîâóþ-

÷è ïðåäñòàâëåííÿ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ (10), ç ðiâíÿííÿ (14)3 îòðèìó¹ìî

ðiâíÿííÿ (12), ÿêå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî äåôîðìàöiÿ ãåîäåçè÷íà i âèáðàíà

ôóíêöiÿ ¹ îïîðíîþ. Âèêîíàííÿ ðiâíÿíü (14)1 òà (14)2 çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ

âåêòîðà çìiùåííÿ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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4 Ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðíèõ ïîëiâ
0
T
αβ

, Tα â ÿâíîìó

âèãëÿäi

Â äàíîìó ïóíêòi çíàéäåíî ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðíèõ ïîëiâ
0

T
αβ

, Tα ÷åðåç

äåÿêi ôóíêöi¨ ψ, ϕ.

Òåîðåìà 4 Äëÿ òîãî, ùîá íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S

(íåíóëüîâî¨ ïîâíî¨ êðèâèíè K 6= 0 ) êëàñó C3 áóëà ãåîäåçè÷íîþ, íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá íà ïîâåðõíi iñíóâàëè ôóíêöi¨ ψ , ϕ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

Ki

3K2
(3∇hψm + λgmh)−

1

3K
(3∇hiψm + λigmh) = ψhgim−ψighm+ψmghi, (25)

−ψαc
αβ

K2
(Kγb

γ
β − 2KβH) +∇β(ϕαdαβ) + 2Hϕ = 0, (26)

äå λ = − 3
2∇βψαg

αβ, λi = ∂iλ, ∇hi = ∇i∇h.

Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ïîõiäíó âåêòîðà

çìiùåííÿ, ìàþòü âèãëÿä

0

T
αβ

=
1

K

(
ϕK

2
gαβ − 1

4
∇hψkghβckα −

1

4
∇hψkghαckβ

)
, (27)

Tα =
1

2

(
−ψhchkdαk + ϕkd

kα
)
. (28)

Òóò Ki = ∂iK, H - ñåðåäíÿ êðèâèíà ïîâåðõíi, dij = 1
K c

iαcjβbαβ, d
iαbjα = δij.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S ¹ ãåîäåçè÷íîþ

äåôîðìàöi¹þ ç âåêòîðîì çìiùåííÿ U . Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα, ùî ¹

êîìïîíåíòàìè U i, òà îïîðíà ôóíêöiÿ äåôîðìàöi¨ ψ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè (13). Ïîêàæåìî, ùî
0

T
αβ

, Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (27), (28).

Çíàéäåìî óìîâó iíòåãðîâíîñòi äëÿ (132). Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (132)

êîâàðiàíòíî ïî xm :

∇im
0

T
kh

= ∇mTαbiαgkh + Tαgkh∇mbiα +
1

2
∇mψickh +∇mψαcαkδhi .

Çìiíîþ iíäåêñiâ i íà m , à m íà i, îòðèìà¹ìî, ùî

∇mi
0

T
kh

= ∇iTαbmαgkh + Tαgkh∇ibmα +
1

2
∇iψmckh +∇iψαcαkδhm.

Îñêiëüêè
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∇im
0

T
kh

−∇mi
0

T
kh

= −
0

T
sh

Rksim−
0

T
ks

Rhsim =

= −
0

T
sh

K
(
δki gsm − δkmgsi

)
−

0

T
ks

K
(
δhi gsm − δhmgsi

)
=

= K

(
−

0

T
sh

δki gsm+
0

T
sh

δkmgsi−
0

T
ks

δhi gsm+
0

T
ks

δhmgsi

)
,

óìîâè iíòåãðîâíîñòi ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

K

(
−

0

T
sh

δki gsm+
0

T
sh

δkmgsi−
0

T
ks

δhi gsm+
0

T
ks

δhmgsi

)
=

= ∇mTαbiαgkh −∇iTαbmαgkh +∇mψαcαkδhi −∇iψαcαkδhm. (29)

Ó ðiâíÿííi (132) çðîáèìî çãîðòêó ç gkh. Ìà¹ìî, ùî

ϕi − 2Tαbiα = ψαc
αβgβi, ϕi = ∂iϕ,ϕ =

0

T
αi

gαi. (30)

Òîäi ç (30), ïiñëÿ çãîðòêè ç dil , îòðèìà¹ìî T l = 1
2

(
−ψαcαβdlβ + ϕαd

αl
)
.

Ïðè âiäïîâiäíié çàìiíi iíäåêñiâ l íà α, α íà h, β íà k îòðèìà¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ (28).

Óìîâè iíòåãðîâíîñòi (29), âðàõîâóþ÷è (28), ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

K

(
−

0

T
αh

δki gαm+
0

T
αh

δkmgαi−
0

T
kα

δhi gαm+
0

T
kα

δhmgαi

)
=

= −1

2
∇mψαcαβgiβgkh +

1

2
∇iψαcαβgmβgkh +∇mψαδhi cαk −∇iψαδhmcαk.

Ïîêëàäåìî â îñòàííüîìó ðiâíÿííi k = i . Ìàòèìåìî íàñëiäîê

K

(
−2

0

T
αh

gαm + ϕδhm

)
= −1

2
∇mψαcαβδhβ +

1

2
∇iψαcαβgmβgih +∇mψαcαh.

Çãîðíåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ç gsm. Îòðèìà¹ìî, ùî

0

T
sh

=
1

K

(
ϕK

2
gsh − 1

4
∇βψαgβscαh −

1

4
∇βψαgβhcαs

)
.

Ïðè âiäïîâiäíié çàìiíi iíäåêñiâ s íà α, h íà β, α íà k, β íà h îòðèìà¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ (27). Òîäi ðiâíÿííÿ (131), âðàõîâóþ÷è (27), (28), íàáóäå

âèãëÿäó (26), à ðiâíÿííÿ (132)

−Ki

K2

(
−1

4
∇βψαcαhgβk −

1

4
∇βψαcαkgβh

)
+
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+
1

K

(
ϕiK

2
gkh − 1

4
∇βiψαcαhgβk −

1

4
∇βiψαcαkgβh

)
−

−biαgkh
(
−1

2
ψγc

γβdαβ +
1

2
ϕγd

γα

)
=

1

2
ψic

kh + ψαc
αkδhi . (31)

Çãîðíåìî (31) ç ckm òà îïóñòèìî h. ßê ðåçóëüòàò ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ (25).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü äåÿêi ôóíêöi¨ ψ, ϕ, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (25), (26). Òîäi âiçüìåìî òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα

ó âèãëÿäi (27), (28) i ïîêàæåìî, ùî çà äàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñèñòåìà (13)

çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ. Äiéñíî, ïiäñòàíîâêîþ (27), (28) â (13) ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

ñèñòåìà (13) âèêîíó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ (25), (26). Òîáòî, íà

ïîâåðõíi iñíóþòü òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα, ùî çàäîâîëüíÿþòü (13). Òîäi, íà

îñíîâi òåîðåìè 3, iñíó¹ âåêòîð çìiùåííÿ ãåîäåçè÷íî¨ äåôîðìàöi¨ ïîâåðõíi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îïðåäåëåíèå 3 Ôóíêöi¨ ψ òà ϕ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (25), (26),

íàçèâàòèìåìî îïîðíîþ òà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ïîâåðõíi.

Ïåðøà ôóíêöiÿ ψ, ÿê ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ìîæå ñëóãóâàòè îïîðíîþ

ôóíêöi¹þ í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨.

Ó âèïàäêó ψi = 0 õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ϕ ¹ êëàñè÷íîþ

õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ Âåéíãàðòåíà.

5 Òðèâiàëüíi í.ì. Ð-äåôîðìàöi¨

Í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨, äëÿ ÿêèõ

ψi = 0, (32)

íàçèâàþòü àôiííèìè (í.ì.ÐÀ-äåôîðìàöi¨); ââàæàòèìåìî ¨õ òðèâiàëüíèìè

íåñêií÷åííî ìàëèìè ãåîäåçè÷íèìè äåôîðìàöiÿìè. Âîíè çáåðiãàþòü "ó

ãîëîâíîìó" àôiííó çâ'ÿçíiñòü ïîâåðõíi: δΓhij = 0. Ç ðiâíÿííÿ (11) âèïëèâà¹,

ùî çà óìîâè (32), ∇kδgij = 0. Îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà ðiâíÿííþ

δgij = 2cgij , c− const. (33)

Òàêèì ÷èíîì, (33) ïîêàçóþòü, ùî í.ì.ÐÀ-äåôîðìàöi¨ ¹ íåñêií÷åííî

ìàëèìè ãîìîòåòiÿìè. Ó âèïàäêó c = 0 ç (33) áà÷èìî, ùî âàðiàöiÿ ìåòðè÷íîãî

òåíçîðà δgij = 0, à äåôîðìàöiÿ ¹ çãèíàííÿì. Îòæå, çãèíàííÿ ¹ òðèâiàëüíèì

âèïàäêîì í.ì.ÐÀ-äåôîðìàöi¨.
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Òåîðåìà 5 Äëÿ òîãî, ùîá äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S (K 6= 0) êëàñó C3 áóëà

í.ì.ÐÀ-äåôîðìàöi¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè ñòàëà îïîðíà

ôóíêöiÿ ψ òà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ Âåéíãàðòåíà ϕ. Òîäi âiäïîâiäíi

òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

0

T
αβ

=
ϕ

2
gαβ , Tα =

ϕk
2
dkα. (34)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ í.ì ÐÀ-äåôîðìàöiþ.

Òîäi íà òàêèõ ïîâåðõíÿõ, â ñèëó ãåîäåçè÷íîñòi äåôîðìàöi¨, òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (27), (28). Äëÿ àôiííèõ äåôîðìàöié îïîðíà

ôóíêöiÿ ψ = const i ïðåäñòàâëåííÿ (27), (28) ìàòèìóòü âèãëÿä (34).

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ψ â (25), (26). Áà÷èìî, ùî (25) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíî,

à ç (26) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ ϕ:

∇β(ϕαdαβ) + 2Hϕ = 0.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì Âåéíãàðòåíà [4].

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü ñòàëà ôóíêöiÿ ψ òà

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ Âåéíãàðòåíà ϕ. Äàíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ (25), (26). Îòæå, çà òåîðåìîþ 4, iñíó¹ âåêòîð ãåîäåçè÷íî¨

äåôîðìàöi¨. Îñêiëüêè ψ = const , òî í.ì.Ð-äåôîðìàöiÿ ¹ àôiííîþ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

6 Íåñêií÷åííî ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨ ñïåöiàëüíèõ

ïîâåðõîíü

Ó äàíîìó ïóíêòi äîñëiäæóþòüñÿ í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü ñòàëî¨

ãàóññîâî¨ êðèâèíè òà ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ.

Òåîðåìà 6 Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ S êëàñó C3 íåíóëüîâî¨ ñòàëî¨ ãàóññîâî¨

êðèâèíè äîïóñêàëà í.ì.Ð-äåôîðìàöiþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè

ôóíêöi¨ ψ, ϕ, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

∇hiψm = −K(2ψigmh + ψhgim + ψmghi), (35)

∇β(ϕαdαβ) + 2Hϕ = 0. (36)

Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (27), (28).
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ çi ñòàëîþ ãàóññîâîþ êðèâèíîþ

K = const 6= 0 äîïóñêà¹ í.ì.Ð-äåôîðìàöiþ. Çãiäíî òåîðåìè 4 òåíçîðíi

ïîëÿ
0

T
αβ

, Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (27), (28), äå îïîðíà ôóíêöiÿ ψ i

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿþòü (25), (26). Ðiâíÿííÿ (36), çà

óìîâè K = const 6= 0, âiäðàçó âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (26). Äëÿ ïîâåðõîíü

ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè ðiâíÿííÿ (25) íàáóâàþòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

− 1

3K
(3∇hiψm + λigmh) = ψhgmi − ψigmh + ψmghi.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

3∇hiψm = −λigmh − 3K(ψhgmi − ψigmh + ψmghi).

Â îñòàííüîìó ðiâíÿííi, çìiíþþ÷è h íà i, à i íà h, çíàõîäèìî

3∇ihψm = −λhgmi − 3K(ψigmh − ψhgmi + ψmghi).

Âiäíÿâøè äâà îñòàííiõ ðiâíÿííÿ òà ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî ∇hiψm −
∇ihψm = ψsR

s
mhi = K(ψhgmi − ψigmh) ìà¹ìî

1

3K
(λhgmi − λigmh) = −3ψigmh + 3ψhgmi.

Çãîðíåìî äàíå ðiâíÿííÿ ç gmh i ïðîiíòåãðó¹ìî ðåçóëüòàò. Îòðèìà¹ìî, ùî

ψ =
1

9K
λ+ c4, c4 − const

Òîäi, âðàõîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü, ðiâíÿííÿ (25) íàáóâà¹ âèãëÿäó (35).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü ôóíêöi¨ ψ , ϕ, ùî

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (35), (36). Äëÿ ïîâåðõîíü ñòàëî¨ êðèâèíè òàêi

ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü i ðiâíÿííÿ (25), (26). Òîäi, çà òåîðåìîþ 4, iñíó¹

âåêòîð çìiùåííÿ ãåîäåçè÷íî¨ äåôîðìàöi¨ äàíî¨ ïîâåðõíi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7 Ïîâåðõíi îáåðòàííÿ

r = (ucosv, usinv, f(u)), (K 6= const)

äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨ ïðè íóëüîâié

õàðàêòåðèñòè÷íié ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó

0

T
11

=
0

T
22

= 0,
0

T
12

=
c5u

4
√
1 + f ′2

,
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T 1 = 0, T 2 = −c5u
2f ′

,

ψ = c5
u2

2
+ c6, c5, c6 − const

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî êðèòåðiþ í.ì.Ð-äåôîðìàöié (òåîðåìà 4), äëÿ

äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ í.ì.Ð-äåôîðìàöié ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ òðåáà çíàéòè

ôóíêöi¨ ϕ òà ψ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (25), (26). Äëÿ ïîâåðõîíü

îáåðòàííÿ â äàíié ïàðàìåòðèçàöi¨

g11 = 1 + f ′2, g12 = 0, g22 = u2,

b11 =
f

′′√
1 + f ′2

, b12 = 0, b22 =
uf ′√
1 + f ′2

,

b11 =
f

′′

(1 + f ′2)3/2
, b12 = b21 = 0, b22 =

f ′

u
√
1 + f ′2

,

Γ 1
11 =

f ′f ′′

1 + f ′2
, Γ 2

12 =
1

u
, Γ 1

22 =
−u

1 + f ′2
,

Γ 1
12 = Γ 2

11 = Γ 2
22 = 0,

K =
f ′f ′′

u(1 + f ′2)2
.

Íåõàé ϕ = 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî c11 = c22 = 0, b12 = b21 = 0 äëÿ ïîâåðõîíü

îáåðòàííÿ ç (26) ìà¹ìî îäíå ñóòò¹âå ðiâíÿííÿ:

−ψ1K2b
1
1 + ψ2K1b

2
2 = 0. (37)

Òóò ψ1 = ∂1ψ = ∂uψ, K1 = ∂1K = ∂uK i ò.ä.

ÎñêiëüêèK2 = 0, òîìó ç (37), çà óìîâK1 6= 0, b22 6= 0, ìà¹ìî, ùî ψ = ψ(u).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî

∇1ψ1 = ψ11 = ∂1ψ1 − Γ 1
11ψ1,∇2ψ1 = ψ12 = 0,∇2ψ2 = ψ22 = −Γ 1

22ψ1,

∇1ψ11 = ∂1ψ11 − 2Γ 1
11ψ11,∇1ψ12 = 0,∇2ψ11 = 0,

∇2ψ21 = −Γ 1
22ψ11 − Γ 2

12ψ22,∇1ψ22 = ∂1ψ22 − 2Γ 2
21ψ22,∇2ψ22 = 0

i çàïèøåìî ñèñòåìó (25) ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi. Îòðèìàëè, ùî

K1

3K2
(3∇1ψ1 + λg11)−

1

3K
(3∇1ψ11 +∇1λg11) = ψ1g11; (38)

K1

3K2
(3∇2ψ2 + λg22)−

1

3K
(3∇1ψ22 +∇1λg22) = −ψ1g22; (39)

− 1

K
∇2ψ12 = ψ1g22; (40)
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∇2λ = 0. (41)

Ðiâíÿííÿ (41) ïîêàçó¹, ùî λ ¹ ôóíêöi¹þ âiä u. Ç ðiâíÿííÿ (40) ìà¹ìî, ùî

Γ 1
22∂1ψ1 = ψ1(Γ

1
22Γ

1
11 + Γ 2

12Γ
1
22 + g22K)

àáî

∂1ψ1

ψ1
=

1

u
.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çíàõîäèìî

ψ1 = c5u

àáî

ψ = c5
u2

2
+ c6, c5, c6 − const (42)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (42), ç (39) çíàõîäèìî òàêå ðiâíÿííÿ íà λ :

λ1 − λ
K1

K
= 2c5

(
K1

K(1 + f ′2)
+

2f ′f ′′

(1 + f ′2)2
+Ku

)
.

Öå ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç çàãàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì

λ = 3c5K

(
3

2
u2 +

∫
K1

K2(1 + f ′2)
du

)
.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî íà îñíîâi (42) òà âèðàçó

äëÿ λ, ðiâíÿííÿ (38) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíî. Îòæå, äëÿ ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ,

çà óìîâè ϕ = 0, ìè çíàéøëè ôóíêöiþ ψ. Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ

4, ïîâåðõíi îáåðòàííÿ äîïóñêàþòü í.ì.Ð-äåôîðìàöi¨. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (42)

ìà¹ìî, ùî í.ì.Ð-äåôîðìàöiÿ ¹ íåòðèâiàëüíîþ. Ó âèïàäêó c5 = 0 í.ì.Ð-

äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ¹ àôiííîþ. Ç âèðàçiâ (27), (28), çíàõîäèìî,

ùî

0

T
11

=
0

T
22

= 0,
0

T
12

=
c5u

4
√
1 + f ′2

,

T 1 = 0, T 2 = −c5u
2f ′

,

ψ = c5
u2

2
+ c6, c5, c6 − const

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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7 Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò îïîðíî¨ ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨ ψ

Ó ðîáîòi [5] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü ôóíêöiÿ

µ, ÿêà ââåäåíà â ïðåäñòàâëåííi (20) òåíçîðíîãî ïîëÿ
0

T
αβ

, ìà¹ íàñòóïíèé

ãåîìåòðè÷íèé çìiñò:

µ = −δdσ
2dσ

,

äå δdσ - âàðiàöiÿ åëåìåíòà ïëîùi dσ.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è (23), ãåîìåòðè÷íèé çìiñò îïîðíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ÿêà

âèçíà÷à¹ âàðiàöiþ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ, âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ôîðìóëè:

ψ =
δdσ

3dσ
+ c7, c7 − const. (43)

Ç (43) áà÷èìî, ùî í.ì.ÐÀ-äåôîðìàöi¨ (òðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨)

áóäóòü åêâiàðåàëüíèìè:

δdσ = c8dσ, c8 − const

Êîëè æ c8 = 0, òî ìàòèìåìî àðåàëüíi [3] äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü.
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